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PRESENTACION 


En este Volumen II de "Complementos 
y Ejercicios de Analisis Mate- 
mático", la numeración de los capítu— 
los prosigue la del Volumen I (versión cas 
tellana E.U.C.A., 1968), en correspon— 
dencia con la del Volumen II de "Leccio- 
nes de Análisis Matemático”, del 
mismo autor, a la que se hará referencia 
citándola simplemente como "Lecciones", 


Queda así concluida la traducción de esta 
obra que, a través de sus cuatro volúme — 
nes, reúne el material de los cursos dic— 
tados actualmente en la Universidad de 
Roma por el Profesor Aldo Ghizzetti, cu- 
yos destinatarios son todos aquéllos que 
buscan en la Matemática un instrumento e- 
ficaz para introducirse en el estudio de 
las Ciencias Aplicadas. 


CAPITULO Xx 
Medida de los conjuntos acotados 


1-MEDIDA DE LOS CONJUNTOS ACOTADOS, CONJUNTOS 

MEDIBLES Y PROPIEDADES DE LA MEDIDA (ver " Leccio— 
nes", Cap. XX, n% 1, 2, 3, 4). 

Demostrar que un paralelepípedo (recto u oblicuo) de ba- 


se rectangular es un conjunto medible y que su volumen co- 


incide con el asignado por la geometría elemental. 


Que tal paralelepípedo P sea medible es una consecuencia inmediata del he 
cho de que su frontera esté constituida por dos rectángulos y cuatro paralelo — 
gramos y, por ende, tenga volumen nulo . 

Sean OABC , O'A'B!C' las dos bases rectangulares de P , con las di- 
mensiones OA=a , OB=b 

Fijemos un sistema de ejes cartesia- 
nos ortogonales con el origenen O y 
semiejes positivos x e y coinciden 
tes con las semirrectas OA 


» OB ,y 


el eje z perpendicular a las dos ba - 


ses (lo que significa que, en general, no 


se sobrepone a la arista 00!) y orien- Fig» 1 
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tado desde la base OACB hacia la otra (ver fig. 1). Indiquemos con (p,q,h) 
las coordenadas del vértice O' en tal sistema; sólo podemos decir que h > 


>0 (alturade P )mientras que p y q pueden ser de cualquier signo. 


Se trata de probar que 
volumen P = abh . (1) 
Fijado un entero n dividamos la arista 0O0' en n partes iguales y por 


los puntos de división hagamos pasar planos paralelos a las bases, El genérico 


h 


a (i=0, 1, 2, ... n) por ecuación y cor- 


de tales planos tendrá a z=i 


taráa P según un rectángulo R¡=0O;¡A¡ C¡Bj¡ definido por 


AR E A Ds z a 
Proyectando ortogonalmente R;¡ (i=1, 2, ..., n) sobre el plano preceden 


te A¡_/ se obtendrá sobre éste un rectángulo Ri iguala R¡ ,de modo 


que en dicho plano se tendrán los dos rectángulos 
naL<rs<iLra , Y <i2+b) ¿ 
R 1 (4-1 E <x<int+ra, ani<y<a-1++b) 


Suponiendo a n suficientemente grande, dichos rectángulos tendrán en co— 
mún un rectángulo M, cuyas dimensiones son, obviamente, ae 0h: La, 
mientras que ambos resultarán contenidos en un rectángulo N, con las dimen- 
siones a+ il » b+ A (ver fig. 1, en la que Mi y MN; se encuen- 
tran señalados). 


Nuestro paralelepípedo P contendrá, evidentemente, a la unión de los para: 


lelepípedos rectos que tienen por base los N; y la misma altura 2 «Se tie- 


ne, por lo tanto, 
nt-l2lp- tal, E < volumen p < n(+ Ph q. Lal, E 


Pasando al límite para n — «w el primer y tercer miembro tienden a abh , 


de lo que sigue la (1) . 


2-Sea T un conjunto acotado arbitrario de un plano dado 
a y osea r una recta no paralela a a . Por cada punto P 
de T , y de una misma parte del plano a , trácese un 
segmento PP' ,paraleloa r ,de longitud dada a 

Al conjunto (acotado) del espacio, lugar de todos estos 
segmentos, se lo denomina cilindro de base T ,de direc — 
ción r y lado a .Demuéstrese que, si T es medible (en 
el plano), tal cilindro C resulta medible (en el espacio) y 
calcúlese su volumen. 

Observemos, ante todo, que el extremo P' del segmento PP! describe un 
conjunto 'T' , situado en un plano «x' paraleloal a , igual al conjunto 
T ¡indicaremos además con h ala distancia de los planos a, al (altu- 
ra del cilindro C ), notando que h=a sen dr 

La frontera de C está constituida por las bases T, T' (que tienen volu— 
men nulo dado que son conjuntos planos) y del cilindro TP ,debase FT ,di- 
rección r ylado a . Para probarque C es medible, es necesario hacer 
verque FT tiene volumen nulo, 

En el plano a, tras fijar un sistema de ejes cartesianos ortogonales xy 


y designar con R aun rectángulo (de lados paralelos a los ejes) que contenga 
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a T  , realicemos una descomposición coordenada D de R en rectángu- 


los parciales de norma d3 Entre los rectángulos de D que tienen por lo 
menos un punto en común con T , indicaremos con Ry, Ro, ..., Ro aa 
quellos (si existen) que están constituidos solamente por puntos interiores de 


T ,ycon Ry na ..., RÍ a los que tienen puntos en común con FT 


q 
Observemos entonces que TI está contenido en la unión de los paralelepípe- 


dos (en general oblicuos) que tienen por base los rectángulos Ri» Ro E 


y altura h ;entonces, según se vió en el ejercicio precedente, se tendrá 
>: e 
0 < volumen, P <h-* e R; 


Pasando al límite para $—0 , el tercer miembro tiende a cero (puesto 
que, siendo T medible en el plano, su frontera tiene medida nula) y entonces 
volumen¿ P=0 , loque prueba que Ces medible. 


Para calcular el volumen observemos que C contiene la unión de los para— 


lelepípedos de bases R1. Ra, --» Ry yaltura h , mientras que está con — 
tenido en la unión de los que tienen las bases BR, Ro «++ Ro, Ri, Ry Mores 
pm Ri y la misma altura. 
Por lo tanto 
p p A! $ 
h-) "áreaR; < volumenC < h()_áreaR¡+) "áreaR; ) 
ti i=1 Fi 
Para 3 —0 el primer y el tercer miembro tienden a h-área T , por lo 


que se concluye que 


volumen C =h área T , 


oseaque el volumen de un cilindro es igual al producto del 
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área de la base por la altura. 
Nótese que, si T esun polígono, C .esun prisma; si T esun círculo 
y la recta r es perpendicular al plano a 


, C esel cilindro circu- 


lar recto de la geometría elemental; etc., etc. 


3 - Demostrar que una pirámide es un conjunto medible del 
espacio y que su volumen coincide con el asignado por la 
geometría elemental. 

Basta evidentemente considerar el caso de una pirámide triangular o tetra- 
edro. Se trata de un conjunto medible pues su frontera está constituida por cua 
tro triángulos. 

Dado un tetraedro P , de vértices A, B, C, D, consideremos como ba- 
se al triángulo ABC (que indicaremos con T )ydesignemos con h a la 


altura relativa: debemos probar que 
volumen P= —n «área T . (1) 


Dividamos la arista AD en n partes iguales y por los puntos de división 
( A y D comprendidos) tracemos los planos paralelos al plano de base 
ABC Tales planos Ag Ap Ay A (numerados desde el vértice 


D _ hacia la base) cortan al tetraedro P según los triángulos To Ti Ta 


Tp (con TyFD , T(ST ) semejantes al T 


n 


Los lados de T¡ son iguales a los de T multiplicados por el factor + 


y entonces resulta 


área T,=(L)?- área T . e 


Proyectando cada T¡ (i=1,2,...,n-1) paralelamente a la arista AD 
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sobre el plano sucesivo Ai] + se obtienen n-1 prismas triangulares cu— 


ya unión está contenida en P - (véase fig. 2a ): proyectando, en cambio 


(i=1, 2, ..., n) paralelamente a la arista AD sobre el plano precedente 


Aj] >» se obtienen n prismas triangulares cuya unión contiene P 
D 


fig. 2p ) 
OL 
SÍ 


A e A 


Fig. 2a 


(véase 


Fig.2f8 


Tales prismas tienen todos la misma altura z y, teniendo en cuenta el e- 


jercicio precedente, se puede entonces escribir 


ul n 

hy h 

AD > área T¡ < volumen P < 7 ) área Ti , 
i=1 i=1 


osea, porla (2), 


2 h  n(n+1)(2n+1), 
< volumen P < aer Y 
Pasando al límite para n-—-00 


ho área T 


, el primer y el tercer miembro tienden a 


, de donde queda demostrada la (1) 


4-Sea T un conjunto acotado arbitrario de un plano a dae 
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do, y sea V un punto no perteneciente al AU .Llámase co- 
no de base T y vértice V al conjunto del espacio lugar 
de todos los segmentos que unen V con los distintos pun- 
tos de T 

Demostrar que si T es medible (en el plano), tal cono C 
resulta medible (en el espacio), con volumen igual a Fr . 
«área T ,donde h (altura del cono) designa á la distancia 
de V al plano Aa 

Razónese como:en el ejercicio 2 , sustituyendo los paralelepípedos de bases 
rectangulares R, Ra + R, o Ri ASA Ra allí considerados por las pi- 


rámides que tienen las mismas bases y V por vértice, teniéndose después en 


cuenta el ejercicio precedente. 


5 - Demostrar que una esfera es un conjunto medible del es- 
pacio y calcular su volumen. 

Nos referiremos a la semiesfera S definida por + y + 2 < r? 2 
>0 (donde x, y, z son coordenadas cartesianas ortogonales) cuya frontera 
está constituida por un círculo y una mitad 0 de la superficie esférica. Para 
probar que S es medible necesitamos hacer ver que 0” tiene volumen nulo, 


Los planos a; ,deecuación z= ., n) cortana S se 


gún círculos C¡ , con los radios p=r / e 


Proyectando ortogonalmente Cy, Cy, +...» Cp-7 sobre los planos Ay A 


--» Ap-2 +» respectivamente, se obtienen n-1 cilindros circulares rectos 
cuya unión T' está contenida en S ;proyectando, en cambio, Cp, C], ... 


..., Cp-1 ortogonalmente sobre los planos Aj Agr...» Ap, Se obtienen 
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n cilindros circulares rectos cuya unión 1" contiene S .* 
Además, (” resulta contenida en TI" - I' 


Se ve inmediatamente (ej. 2) que 


n-1 2 yg n-1 ¡2 
volumen T!=) no == == ) a 47 
n 
1 FI 
y análogamente que 
301 2 
nr i 
volumen [" = a. 
na 
Se tiene, así, 
3 
0 < volumen, O” < volumen F'" - volumen 1= ZE ; 
< TS a 


de aquí que,para n-—«w ,sededuce volumen¿O =0 ,osea, que S es 


medible. Se tiene también 


58 : 
ir E 7 Tr 
. ee ( dd < volumen S' < E 


o sea, 


ar? [n= _ (a-1)n(2n-1) 


(n-1)n (2n 2] 
6n 2 


sr 
< volumen S SA n- En 


Para n-—00 el primer y el tercer miembro tienden a ar? a => ) = 


3 
= + Nr ; se concluye entonces que volumen S = = n ró o sea que el 


O 
volumen de la esfera de radio r es iguala => ai 0 


(*) Conlosej. 1,2... 5. hemos.entonces verificado que la teoría general de la medida de los conjuntos aco- 
tados del espacio ordinario desarrollada en “Lecciunes”, Cap. XX, n. 1, 2, 3, 4 es coherente con todo lo que 
se ha visto en la geometría elemental. Para" los conjuntos acotados del plano, véase “Lecciones”, Cap. IX, n. 
12 y Cap. XX,n.5. 
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B- AREA DE SECTORES PLANOS Y DE DOMINIOS POLAR = 
MENTE NORMALES (ver "Lécciones", Cap. XX, nO 5). 

Calcular el área del dominid encerrado por la curva (de—= 

nominada rosa) que tiene la ecuación polar 9-2? sen? p : 

Se ve fácilmente que la curva en estudio tiene el gráfico indicado en la fig. 3, 


Por lo tanto, teniendo en cuenta las simetrías, el área buscada vale 
E 


ES 
3 “Y 
a sen? 2p dp = ef sen? 2p d(2p) = 
0 


sE 
Era) 


Fig. 3 


o sea es la mitad del área del círculo circunscripto a la rosa. 


7 - Calcular el área del sector plano S definido por 


E Tr 
Sa SA A ES PS 


Dejamos para el lector el trazado del gráfico. Para el área buscada se encuen 


tra 
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x Xx 
L:g2 olga 2 Ti. E 
área S= ze ó cotg%p dp = ze Gap 1 dp= 
TF T 
LR 
AS E 


8- Calcular el área del dominio plano que encierra la lem- 
2 

niscata de Bernouilli (x2+y2 -a? qx? -y?=0 

La ecuación de la lemniscata, en coordenadas polares, es 9?- a2cos 2p z 


de aquí que el área buscada valga 


En 
ds SE | al cos 2p dp = a? 


9 - Calcular el área del dominio plano T encerrado por la 
2 
curva de ecuación (24 y?) -4x? -y?= 0 


La curva es simétrica respecto de ambos ejes coordenados, por lo que es su- 


yer 


cuadrante. 


ficiente considerar lo que sucede en el 


La ecuación polar de la curva es 


e =4 cos.p + sen? , o sea 


e =3cos%p +1 , o también, 


> =4-3 sen? ; se ve inmediata— 


mente que mientras q crece de 0 
xr : 
NO 9 decrece de 2 hasta 


1 . Obsérvese, además, que x= 


9 cos p= cos p V1+3 cos2p de— Fig-4 
crece desde 2 hasta 0 , mientrasque y= sen = sen Y 4-3sen2p 


erece, en el intervalo 0 <p < aresen | = , desde 0 hasta 


2 
» desde —= 
ys 


" 


, 
decrece, en el intervalo aresen 2 <p < 
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La curva tiene, entonces, el comportamiento señalado en la fig. 4 


Para el área buscada se tiene 


ia 


n 
s L 4% 3 
área T=4- + (8 cop +1) dp = 2| $ (p+cosp senp )+p| = 
0 0 


10 - Calcular el área del dominio T limitada por la circun- 


ferencia ? =acos p , la cardioide 9 =a(l+cosp) y las dos 


semirrectas p=l a (con 0<a<n) 


si 0 <as + (ver fig. 5 a) el dominio T resulta un dominio polar — 


mente normal y entonces, teniendo en cuenta la simetría respecto del eje polar, 


Fig. 5a Fig. 5b 


a 
+ f, [ a? (1 +cosp y? -22 cos?o] de = 
ES 2 
(1+ 2cosp)dp = a? [9 +2 senp ] 22 (a+2sna) 
o 


x 
En cambio, si <a <A (verfig. 5b) el dominio Tes tomado co - 
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mo diferencia entre un segtor plano (relativo a la cardioide) y un círculo; se tie+ 


ne así; 


a 
SS 2 2 o 
AE |] a“ (1+cosp) APA = 


a 
2 
Y 2 AE 
= f (1+ 2 c08p + cos" p ) dp 4 
e 2 
+ ¿ 
202[ pez cn Llego | PE 
2 o 4 
ES 1 LS 
=2 (72 +2sena + cosa sena - 77) 
Para a = + las dos fórmulas dan, naturalmente, el mismo valor , 
xí 
(+2) 
11 - Dada la curva C de ecuación polar 0 Sen , cala 
2 -cosp 


cular el área del dominio T limitado por aquellos arcos 


de C que se encuentran en el 1%" cuadrante. 


> O 


A lo largo de C- resulta $ =0 para Q 
pare 0 <q E E g <0 para Y <Q <2N y se reconoce con fa- 
cilidad que la curva C tiene el com — 
portamiento de la fig. 6, con simetría Y 
respecto de la semirrecta p- z (ya 
que, cambiando (p en 2X-P, $ le 
cambia de signo). El dominio  T que 
debemos considerar es el que se ha ra— 
yado. Resulta ser polarmente normal y 
el arco de curva externa está definido 
Fig. 6 


por las OS PLE > 
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20 , mientras que el interior lo está por las N <P < zz AS 
- _Senp só xr - sen 
EG < 0 , o también por las 0< p<. , p sa >0 
Se tiene, entonces, 
7 
2 2 
trer-2 | [22 E sen Y y] ap = 
o -cosp 2+c0osp 
x 
Sá qe sen? y cos p dp 
lo (4-cos2p y? 
y realizando la sustitución senp=t ; 
st UE 22] dt= 
dt  3+t 
1  2xV3-9 
18 


12 -.Calcular el área del lazo C formado por la curva(es 
trofoide) de ecuación x (+ y?) -a + y? )=0 , (a>0) 

Se ve fácilmente que la curva conside- 
rada tiene el comportamiento señalado 
en la fig. 7. Para calcular el área del la 
zo C conviene considerarlo como un 
sector plano. Teniendo en cuenta la si- 
metría respecto del eje x y que lae= 


cuación polar de la estrofoide es ? = 


cos 2 
=a CTA , se encuentra 
cos 


Y 
14 1 5 74 
=a? (cos *p-4+——> dep =a [2prcospspr- ape] a 
0 cos? 0 
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x 


=2(2-E) 


13- El lazo C del ej. precedente queda dividido en tres 
partes por la curva (cisoide) de ecuación x(2+ y2)-2ay2=0 FA 
calcúlense las áreas de tales partes. 


Observemos, ante todo, que ambas curvas tienen por intersección, además 


del origen O , los dos puntos M(2, > , M2, -——) y 
2 213 2 213 
que éstos tienen las anomalías p = E E - , respectivamente, Ad- 
2a x 


| 


Fig. 8 
vertidos de ésto, notemos que la parte Co de la fig.8 puede considerarse co 


2 
mo un dominio polarmente normal relativo a las funciones ? =2a PA (ci 


cos y 
soide), 0 =a a A (estrofoide), que tiene por base al intervalo -4< 
cos p 
<p< ES . Se tiene entonces, recordando la simetría respecto del eje x 


área Cy =2- yA (ar Lota 14? EP y 
07 2 Pp 
'o cos*p cos2p 
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x 


/6 
21 
2 [+2 -3 e] ; a EE 3) 
Por último, recordando el resultado del ej. precedente, se obtiene 


, área C - área Co 
área C; = área C,= > 


sl 2 T 2,25 rd 73 
la (2- E) -a (2-5) Pe 2 a - 12. 
14 - Calcular el área del triángulo mixtilíneo T comprendi 
do entre la rama de la cuártica A -yi+aly?=0 que está en 
el semiplano y >0 y las rectas y=lxy 
Se trata de un sector plano y se ve fácilmente que 
Yo EE 
api Esp, qe - e AN 
2 Ly. cos2p 1 -cotg"p 

y realizando la sustitución cotg pt: 


1/ 3 
área S= a? j yA, A TR E z 
0 4 


(1-12) (1442) 


15 - Calcúlese el área del dominio plano T formado por los 

puntos de abscisa positiva, no externos a la lemniscata 
2 2 

sy?) a? e? -y2)=0 y no internos al círculo x2+ y? Es 


Conviene considerar T como un dominio polarmente normal; se encuentra 


/8 
4 1 2 4-1 2 
trear=a 4) (a cos2p - ap. LR 
2 Jo y 8 y2 
16 - NOCIONES SOBRE LA TEORIA DE LA MEDIDA SEGUN 


LEBESGUE. 


Llamemos E aun conjunto acotado arbitrario de Sr . Enla teoría de la 
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medida de Jordan quedan definidos, con relación al mismo , los dos números 
med, E= pe S" , med¡E= a EN S' , donde los símbolos tienen el signi- 
ficado atribuido en "Lecciones", Cap. XX, n% 2, En dicha teoría no se eviden =— 
cia preferencia por uno u otro de tales números considerándose sólo el caso en 
que ellos coincidan. No se adopta como medida del conjunto E al número 
med¿ E porque, siendo dicho número obtenido como límite de S'" (es decir, 
como límite de la medida de un conjunto de intervalos Ri ; R> A Ro 
que contiene a E )se tiene, por así decir, la duda de estar considerando 
un número mayor del debido ya que no puede asegurarse (en general) que, alten- 
der $ acero, el conjunto ÚU Rj deje definitivamente fuera a cualquier 
punto no perteneciente al E RAR no se adopta med, E porque al 
considerar los conjuntos Y R; que están contenidos en E nose está 
seguro de que con ellos CURE a todo punto de E, 

Pero en el caso en que E seaunconjunto cerrado (y acotado) desapa— 
rece la primer duda porque, si P es un punto no perteneciente a E tendrá 
distancia 9 > 0 de E yentonces, apenas sea 3 E 9? , todos los con— 
juntos Ú Ri no contendrán más tal punto P 

ds enel caso enque E seaun conjunto abierto (y acotado) 
desaparecerá la otra duda puesto que, cuando se considere cualquier punto P de 
E, distará o de FE yentonces, apenas sea S < Si , el conjunto 
E R; contendrá tal punto P-. 
eS consideraciones intuitivas nos inducen a dar las siguientes definicio- 
nes: 


a)Ssi C esunconjunto cerrado y acotado se denomina medida según 


Lebesgue del mismo, y se la indica m(C) ,asu medida externa,se- 
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gún Jordan. Es decir, se tiene 
m(C)=med¿C 730 . (1) 


Pp) si A esunconjunto abierto y acotado se denomina medida se-— 
gún Lebesgue del mismo y se la indica m(A) asu medida inter- 


na según Jordan. Es decir, se tiene 
e) 
m(A)=medgA>0 . (2) 


Como primer consecuencia de estas dos definiciones el lector verá sin difi — 


cultad que si CEA se tiene ciertamente 
m(C)sm(A) . (3) 


Tras esto podemos dar la definición general de conjunto acotado medible 
según Lebesgue. 

Si E- es un arbitrario conjunto acotado de S, existen infinitos conjuntos 
abiertos y acotados A que lo contienen (por ejemplo, intervalos abiertos) y e- 
xiste por lo menos un conjunto cerrado y acotado C contenido en E (por e- 
jemplo, un punto de E ). 

De cualquier modo que se fijen A y C setiene A2C yentonces, por 
la (3), m(A)>m(C) . Cuando A y C varían de todos los modos po— 
sibles, los dos números m (A) y m(C) describirán dos conjuntos numéri- 


cos separados . Llamaremos medida externa según Lebesgue 


(*) Como A esabierto, para $ suficientemente pequeño existirán ciertamente intervalos Ri , por lo 
que resulta S'>0 ¡en consecuencia, med; A que también es el extremo superior del conjunto numérico 
descripto por S' , tiene un valor positivo . 
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del conjunto E , que indicaremos como ma (E) , al extremo inferior 
del conjunto numérico descripto por m(A) 

Llamaremos, en cambio, medida interna según Lebesgue del con - 
junto E ,queindicaremos como mj;(E) , al extremo superior del 
conjunto numérico descripto por m (C) . 

Resulta, evidentemente, mo (E) > m; (E) >0 yelconjunto E será con 
siderado medible según Lebesgue, cuando resulte mo (E) = my, (E) y 
al valor común de ambas medidas / que indicaremos simplemente con el sím — 
bolo m(E) 7 lo denominaremos, simplemente, medida de E según Le 
besgue. 

Se puede decir entonces que un conjunto acotado E es medible según Lebes - 
gue cuando los citados conjuntos numéricos separados, descriptos por m(A), 
m(C) resultan contiguos , vale decir cuando, fijado arbitrariamente un 
£ > 0 , pueda determinarse un conjunto abierto y acotado Ag , que con — 
tengaa E yun conjunto cerrado C¿  , contenido en E , de modo tal que 
resulte 

m(A¿)-M(C¿g)X< E. 

Es fácil demostrar que esta definición general es coherente con las definicio— 
nes a) y Pf) dadas al comienzo, vale decir que todo conjunto abierto o ce— 
rrado resulta (según la definición ahora introducida) medible según Lebesgue, 
con medida igual a la establecida por las (1) , (2) . 

En lo que sigue (de estas nociones) escribiremos simplemente conjunto me - 
dible L para indicar un conjunto medible según Lebesgue (y análogamente u— 


saremos lajescritura medible J para el caso en que lo sea según Jordan) . 


Un conjunto medible L puede tener medida nula; evidentemente, la condi- 
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ción necesaria y suficiente para que esto ocurra es que, fijado arbitrariamente 

E >0 , exista un conjunto abierto y acotado Ae 2 E con m(A¿)< €. 

Es también evidente que todo conjunto contenido en un conjunto de medida mula 
es medible y de medida nula. 

La importancia de la medida según Lebesgue reside en el hecho de que los con 
juntos medibles L resultan extremadamente más generales que los medibles J , 
Naturalmente no todos los posibles conjuntos son medibles L ; pero si se quiere 
construir un conjunto no medible L es necesario utilizar el denominado postu— 
lado de Zermelo, cuyo uso no todos los matemáticos consideran  legíti — 
mo. Otro hecho importantísimo es que la medida L goza de la propiedad deque 
no sólo la unión (o la intersección) de un número finito de conjuntos medi- 
bles L es un conjunto medible L , como sucede para la medida J , sino que 
la misma propiedad continúa valiendo para una infinidad numerable Mieo 
sa que en general no vale para la medida J 

La medida L goza de las siguientes propiedades fundamentales, análogas a 
las de la medida J , con la diferencia esencial recién señalada. Al enunciar es 
tas propiedades queda sobreentendido que los símbolos E , E' , E 1» Es, 
+... indican conjuntos acotados y medibles L 

I-De E'SE sigue m(E) <m(E) . 

l -La unión (supuesta acotada) de un número finito o de u- 
na infinidad numerable de conjuntos Ej, Ez, ++.) Ep, -.. es un 
conjunto numerable y se tiene 

m (E, U EgU ... VEU ...) <M(E)+m(Ez)+...+m(E,)+... (4) 


II -Si los citados conjuntos Ej, Ez, ++.» Ey, .-. carecen, dos 


(*) Ver “Ejercicios”, Cap. XIV, ej. 26 . 
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a dos, de puntos comunes, se tendrá 


m(E,UE,U...UEU .. 


ME) + m(E,) +. mE)... (4 
IV -La intersección de un número finito o de una infinidad 


numerable de conjuntos Ej, E» +++, E, .. es un conjunto nu 


me * 
merable, 

V-La diferencia E-E' es numerable. 

No daremos las demostraciones de estas propiedades porque requeriría un 
desarrollo demasiado amplio. Nos limitaremos a observar que en el segundo 
miembro de (4) , (4') aparecen series numéricas(*); en la (4) tal serie 
puede ser convergente o divergente mientras que en la (4!) se trata de una se- 
rie convergente, 

Agreguemos que la propiedad III puede generalizarse del siguiente modo: la 
(41) continúa valiendo si todas las posibles intersecciones 
E¡ NEx tienen medida nula. 

Deseamos ahora hacer ver que: 

VI - Si un conjunto es medible J , también será medible L 
y que ambas medidas coinciden. 

Dem. Por hipótesis se tiene med,¿FE=0 y, en consecuencia, m(FE)= 
=0 ,dadoque FE esun conjunto cerrado, Puede después escribirse E= 
=(E-E NM FE)U(E N FE) ;el primer conjunto, por ser abierto, será me 
dible L mientras que el segundo está contenido en el conjunto FE de medi- 
da nula y, por ende, es también medible L y de medida nula, Entonces E se 
rá medible L . Además los dos conjuntos E-E NFE , EN FE notie 
ae puntos comunes por lo que resulta m(E)=m(E-E M FE) . Pero esta 


(*) Ver “Lecciones”, Cap. V,n. 1,2. 
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última medida es el extremo superior de las medidas de intervalos en su totali- 
dad interiores a E , valiendo en consecuencia med; E o, lo que es lo mis: 
mo, medE yaque E esmedible J . Se tiene, entonces, m(E)=medE, 
que es lo que queríamos demostrar. 

El teorema inverso no es cierto, como ya ha sido comentado; pero queriendo 
convencernos sobre un ejemplo concreto hagamos ver que: el conjunto de 
puntos racionales de un intervalo de cu es medible L y 
tiene medida nula. Todavía con mayor generalidad 0% podemos demos - 
trar que: 

VIH - Todo conjunto acotado, constituido por una infinidad 
numerable de puntos, resulta medible L y de medida nula, 
Dem. Si Py, Pa, ..., Pn, ... Son los puntos del conjunto dado E de Sp 
fijado E > 0 , designemos A; al intervalo abierto cuadrado, con centro 
en Pj ylado ( + yr , Observando inmediatamente que resulta m(A;) = 


0 
= Í . El conjunto A= U Aj resulta abierto y contiene al conjunto E; 


i=1 


además A es acotado porque, si R es un intervalo que contiene a E A 


resulta con certeza contenido en el intervalo R' de centro coincidente con el 


1/: 
EY E 


de R yde semidimensión aumentada en ( . Entonces, por la (4), re 


sulta 


De aquí, siendo posible recubrir E con un conjunto abierto de medida tan 
(*) Sabemos que este conjunto no es medible J . 


(**) Recordemos que el conjunto de puntos racionales de S, es numerable (ver “Ejercicios”, Cap. XIV ej. 
26). 
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pequeña como se quiera, llegamos aque E tiene medida nula, que es lo que 


deseábamos demostrar 


CAPITULO XXI 
Funciones de dominio (*) 


1- FUNCIONES DE DOMINIO Y SUS DERIVADAS (ver "Lecciones"; 
Cap. XXI, n% 1, 2, 3, 4, 5). 

Sea f(x,y) una función definida en un intervalo A del pla 
no xy que admita en él derivadas parciales Le Ly bay con= 
tinuas. Sea Q la familia de los intervalos T (a <x<a", 
b'< y <b") contenidos en A . Considérese la función de 
dominio F(T) definida en la familia Qf mediante la fórmu— 
la 

F(T) = £(a"",b") - f(a",b') - £(a*, b') +f£(a',b) . (1) 

Demuéstrese que tal función es aditiva y derivable sobre 
$ en todo punto de A . Dése a la F(T) otra expresión a 
través de una integral doble. 

Descompuesto T en dos intervalos T, + Ia , del modo por ejemplo in— 
dicado en la fig. 9, se tiene 


F(T,) + F(T2)= f(a,b") - f(a,b') - f(a!,b") + f(a!,b') + 


(*) En los ejercicios de este Cap. XXI se hará uso no sólo de las nociones expuestas en el correspondiente Ca 
pítulo de 'Lecciones' sino también de las incluidas en el n. 1 del sucesivo Cap. XXI. 
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+ £(a",b") -£(a",b) -f£(a,b") +f(a,b') = 
=f(a"",b') - f(a",b') -f(a',b") + f(a!,b') = F(T) , 


lo que prueba la aditividad de la F(T). 


ES 7 


Fijado un punto P(Xo, Yo) de A y 
llamando T acualquier intervalo de 
$ que contenga P (es decir, supo — 
niendo a'<Xxp< 2" , DSy<b" ), 


considérese el cociente 


F(T) _ £(aM,b") — (a,b!) - fía! b") + f(a!,D9) 


área T (aa!) (b" - b!) 


Si introducimos la función  (x) = £(x,b") -f(x,b') , puede escribirse 


ED)__ pla”) - pa) : 
área T — (a"-a' (b"-b' E 


pero, por el teorema de Lagrange, se tiene  (a") - p(a') = (a''-a') p'(E)= 


= (a"-a!) [ 1 E,b") -£(E,b') ] (con a'<E <a") y entonces 


Em) (5D) —£x (5,b") 


área T Huo=bt 
Aplicando todavía el teorema de Lagrange se encuentra, sucesivamente, 


F(T) A E 
med T = Ley (8:91) [con (E,N) interiora T 7 


Pasando al límite para T-—=P , se deduce por la continuidad de la Sy 


AMA 
PU med T "key Po + Yo) 


Esto prueba que la F(T) es derivable, con derivada igual a la función conti- 


nua Ly (X,y) y, por definición, se tendrá en consecuencia 


PL 
o. /[ ha «o 
Confrontando con la (1) se deduce la notable fórmula 


2 
o A E 
T dx dy 
Dar 
que puede considerarse como una extensión de la S = dx = £(b) - f (a) 
a 
La expresión del segundo miembro de (2) suele llamarse el incremento 


doble dela f(x,y) enel intervalo T 


2- Extender los resultados del ejercicio precedente alcaso 
del espacio de tres dimensiones. 
Dada una función de tres variables f(x,y,z) definamos, para todo intervalo 
T (4<x<a", bDsysb", ce gzsc") , la función de dominio 
F (T) = £(a", b",c') - f(a!, b", c') - f(a", b!,c') -£(a", b",c!) + 
+ f(a", b',c!) + f(a!,b",c) + f(a", b',c") - f(a!,b',c') , 
(incremento triple dela f(x,y,z) enelintervalo T ). Se encontrará, 


(bajo condiciones de continuidad de la f y de ciertas derivadas parciales de la 


misma): 
dE d3r SN a3F 
e e E dy dz ,oto., ete. 
ar axayds EN A 


3-Si T es un dominio arbitrario, acotado y medible por 
ejemplo del plano, hacer ver que la función " diámetro de 
T" no es derivable. 

Llamando d aldiámetrode T ,.eldominio T resulta contenido en el 


círculo que tiene centro en cualquier punto P de T yradio d resultan- 
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d d 1 
L— > A a T-P 
área T % na? a e Aa 
d 
área T 


do área T'< Hd” . Sigue 


tiende a—+ 00 


en consecuencia, d—0 , el cociente 


4- Dar la expresión del potencial del campo newtoniano ge- 
nerado por un cuerpo material A 

Sea P el punto genérico de A, ó5(P) la densidad, Q un punto quese fi 
ja en el exterior de A . Denominando T a cualquier porción medible de A, 
indiquemos con F(T) al potencial que tal porción genera en Q (con lo que, 
en particular, será F(A) el potencial que buscamos) y con fi (T) ala masa 
de T 

La F(T) es una función aditiva de dominio. Al variar P en T la dis - 
tancia PQ tiene un mínimo r yun máximo R , conseguidos en ciertos 
puntos P',P" , respectivamente, de T  .Si imaginamos concentrada en de 
Loen P"Z7 toda la masa pH(T) de T , obtenemos en 'Q un potencial 
A Lo 207 no inferior no superior 7 a F(T) . Podemos escri- 


bir, entonces, 


(T) ) 
+ S< F(T) < Pe 
de donde 
RBA y HO A nn 
volumen T R *“ volumenT S volumen T AS 


Para T==P ,elcociente —EÉD_ tendea la densidad S(P) , las 
volumen T 


distancias r , R tienden, evidentemente a la distancia PQ y entonces, de 


la (1) , sigue pe Le . Se deduce así F(T)= S L6) qy , en 
, ar PQ y PQ 


particular, 


2 xx -5 
£(A) = f A 2) 
la PQ 


Este potencial F(A) es una función V(Q) del punto Q variable en el ex- 
terior de A . Designando a las coordenadas de Q conlaterna (E,n,35) 


yalasde P con (x,y,z) surge de la (2) la fórmula buscada 


tx, y, 2) 
vV58,n,5)= 7 dx dy dz 
l E 2, Vos? 5? S 


Fórmulas perfectamente análogas valen para distribuciones planas o rectilí — 


neas de masa, 


5- Como aplicación del ejercicio precedente, calcúlese el 
potencial generado por una barra material homogénea. 

Asumamos como eje x la recta a la que pertenece la barra considerada, u- 
bicando al origen en el punto medio de la misma. El campo newtoniano corres— 
pondiente resulta simétrico respecto del eje x , siendo suficiente entonces 
cálcular el potencial en un plano que contenga al eje x  , por ejemplo el plano 
xy 

Designando a las abscisas de los extremos A, A' dela barra con -a , a 
y a la densidad lineal (constante) con $ 


se tiene 


a a 
vg.n)= 8) 2 —-8llga-E+Va-8)+92| = 
ree L, 
Va? n*+a-8 
Vars?+ n?-a-E 


Esta expresión puede modificarse introduciendo las distancias r , r' del 


al $ log 


punto potenciado P(E,n ) a'los extremos A' , A dela barra. De las 
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A'(-a,0) * 


Fig» 10 


"=Varg ren? , r= Va-5)+m? 


3 O 
se obtiene E = A , Por lo que puede escribirse 
a 
r+a- 2 2 
(1 + 28)? - y! 

v= 518 q. $ ———— = 

ra EE 1? - (11 - 28)? 

4a 
r+r!+2a 

1 mr =28 S > 


Resulta así que el potencial V se mantiene constante cuando el punto P , 
variando en el plano xy , cumple con la condición r+r'=cte, , osea cuan= 
do tal punto describe una elipse cuyos focos son los puntos A , A' . Las su 


perficies equipotenciales son entonces elipsoides circulares generados por la ro 


tación, alrededor del eje x , de las citadas elipses. 
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CAPITULO XXI! 


Integración de las funciones continuas 
de dos o más variables y aplicaciones 


1- CALCULO DE INTEGRALES COMO LIMITE DE SUMAS IN- 
TEGRALES (ver "Lecciones", Cap, XXI, n% 1) 


Calcular la integral ff e*Y dxdy , donde  Qindica al 
Q 
cuadrado UERIERA 0S<y< 


<1 del plano xy 


Subdivídase Q en n? cuadrados i 
guales (ver fig,11 ) cada uno de lado == 
Constrúyase después la suma (UN de 


los productos obtenidos multiplicando el 


área => de cada cuadrado parcial 


aa 


h k-1 


E 
Oh) 7 SXS 


B 
S 


k 
E A IS A) 


Fig. 11 


por el valor de la función a integrar e*“Y en, por ejemplo, el vértice 


h-1 k-1 
(E 


Se obtiene así 


mn. 
en - 
bl 
1 
a E Le-1  (e-1? 57 mi 
e LT = E 50 
o l-e ? e”-1 1er  -e-z 


y, por lo tanto, 


'" eX7Y dx dy= lim 0, = —— 
Q n—o 


2- Calcular la integral Sf xy dx dy ,donde T indica el 
triángulo del plano xy Sd por X>0 , y>0 , x+ysS 
< 1 (ver fig. 12) 

Una vez fijado n , entero positivo , 

las rectas x- 4 (h=0, 1, ...,n-1) 


y las rectas y=E (k=0, 1, 


n-1) dividen T enuncierto número 
de cuadrados de lado + yen n tri- 
ángulos rectángulos isósceles de cate — 
tos iguales a + 


Cada uno de los citados cuadrados es- 


h-1 
tá definido por las SE pa E 
k-1 k 

(M=1,2,...,n-1) ; O <y<x . 
(k=1, 2, ..., n-h) y cada uno de los 
triángulos por las 

h-1 h n-h 

1 SEA SIS 
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Multiplicando el área =Ñ de cada uno de los cuadrados por el valor de la 
función a integrar xy en, por ejemplo, el vértice E > = del mismo 
cuadrado; multiplicando el área de cada triángulo por el valor que xy asume 


en el vértice E . y sumando todos los productos obtenidos, se ob- 


tiene la suma integral 


A 
h=1 k=1 P n =1 2n n 
La expresión de a puede transformarse como sigue e) 
AS y Oah), 21 flo) aque) Y 
qe "ly 2 apt [s 2 6 ] r, 


E : E 11232 
A [ nm+y £-Dn - (m9 Ao a A a ]. 
2n 


¿A -DO+D +2, n?-1 
24n9 1203 


y se deduce 
xy dx dy = lim 0, =-—L 
S), A o A 


3- VALOR MEDIO DE UNA FUNCION. 
En "Lecciones", Cap. XXI, n% 1 hemos definido el valor medio p de 
una función continua f(P) en un dominio acotado y medible A , mediante la 


fórmula 


cal 
PS meda IS 


(*) Téngase presente las fórmulas 1 +2+....+ n= e ¿124 2%... +02 Mt), 
6 


142, cono ,(ver “Ejercicios”, Cap. Il, ej. 31) . 
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Por ejemplo, teniendo en cuenta los resultados de los ejercicios 1, 2, se tie- 
ne que; 

el valor medio de la función e*”Y enel cuadrado (0<x<1 , 0<y<1) 
es igual a ae 

el valor medio de la función xy enel triángulo (x>0 , y 30, x+y< 


< 1) es igual a h 

Para una función f(x, y) >0 de dos variables, el valor medio p enundo 
minio A del plano xy tiene el siguiente significado geométrico: el cilindroi— 
de relativo a la función f(x,y) que tiene por base el dominio A tiene el mis 
mo volumen que el cilindro de la misma base y altura p (ver "Lecciones, 


Cap. XXI, n* 2). 


4-Sea p el valor medio de la función continua f(P) en el 
dominio A y sean m,M el mínimo y el máximo absolutos 
de f(P) en A . Demostrar que, si la f(P) no es constante 
en A resulta m<p <M 

El teorema de la media demostrado en "Lecciones", Cap. XXI, n% 1 asegu— 
ra solamente que m <p <M. . Se trata entonces de precisar que, si la f(P) 
no es constante en A , no puede ser ni p=m ,n p=M .En efecto; 


o sea 


si fuese p =M se tendría f f(P)dT = m - med A 

S [ 162) -m] dT=0 :pero, e una conocida propiedad, de esta última 
basa y del hecho que la función f(P) -m .esnonegativaen A , seguirá 
que f(P)-m es idénticamente nula en A ,osea, queen A la f(P) va- 


le siempre m ,.lo que está contra la hipótesis. Análogamente se demuestra 


que no puede ser P =M 
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5 - CALCULO NUMERICO DE UNA INTEGRAL POR MEDIO DE 
LAS SUMAS INTEGRALES. 

Calcular valores aproximados por defecto y por exceso 


de la siguiente integral 


e +y% dx dy A 
D 


donde T es el triángulo (0<x<1 , 0<y<x) del plano xy 
(ig. 13). 

Con la construcción indicada en la fi- 
gura subdividamos T en 10 cuadra- 
dos iguales de lado + yen 5 trián— 
gulos isósceles de catetos iguales a + 
Es evidente que en cada uno de estos do 
minios parciales el mínimo o el má— 
ximo_7 valor de la función f(x, y) = 


x? + y es asumido en el vértice 


inferior izquierdo [o superior derechg. Fig. 13 
Por lo tanto, si indicamos con z;, al valor de la f(x, y) en el punto ( + > 
ES ) podemos afirmar que 


s<I<S 


1 
s= 35 [ ((10*%20* 230 * 240) + (221 + 231 + 241) + (232 + 242)+%43]+ 


+ +2, +2 


ls 
50 P00*%1*%92*%3*%44) > 


1 
S= 35 [yy +%g1 + 741 + 751) + (Eg9 + Ego * 259) Egg * Zg9)+ 254) + 
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+] (241 + 209 + Zo9 + Zag + es) 
50. 41+ 222 + 2337244555 


Realizando los cálculos numéricos se encuentra para las Zig > 


la siguiente tabla de valores (redondeados a la 5% cifra decimal) : 


o | ojo, 0,4 0,6 0,8 1 
1 | - | 0,20396 | 040200 | 0,60133 | 0,80100 | 1,00080 
a - 0,43081 | 0,62097 | 0,81584 | 1,01272 
Sis - - 0,69971 | 0,87727 | 1,06283 
4 | - - - - 1,02450 | 1,18727 


sl + = S = 1,41421 


obteniéndose, entonces, s= 0, 291. S=0,410... 


6 - Supongamos que deba calcularse la integral 1= $ f(x, y) dx dy de una 
función continua de dos variables sobre un AS A acotado y medi— 
ble del plano xy . Llamando m ,>M al mínimo y al máximo absohutos de la 
f(x,y) en A consideremos las líneas de nivel f(x,y)=c (con m $ 
< € <M) de la función a integrar Mm 
Dividamos el intervalo [ m,M ] en intervalos parciales mediante los pun 
tos 
M=Cy<C <<». <Cp- <e  M a) 


y tracemos en A las líneas de nivel 


E, Y)=C0 , LO y)=C] , £,Y)=C9 ,...., L%,Y)=Cp 1 » 1%, y)=0p 


(*) Para poder hablar de las líneas de nivel (ver “Ejercicios”, Cap. XV, ej. 3) no basta la hiptesis de conti- 
nuidad de la f(x,y) ; es necesario suponer verificadas las otras hipótesis señaladas en “Lecciones”, Capítu- 
lo XXVII, n. 4 . Debe tenerse presente que cada una de las líneas de nivel (o la parte de ellas que está conte 
nida en A ) puede reducirse a uno o varios puntos aislados. 
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Hemos así realizado una descomposición del dominio A en dominios parcia 


les T¡ , (i=1, 2, ..., n) en cada uno de los cuales el mínimo y el máximo 
valor de la f(x, y) coinciden con dos consecutivos Ga». respectiva— 
mente, de los números (1) . Por lo tanto, las dos sumas 
eS a 
U'= us y C¡ área T; (Q) 


dan valores aproximados por defecto y por exceso de la integral 1 

Si llamamos 3 ala máxima de las diferencias c¡ -c¡_ no podemos a- 
firmar que para $ —=0 las sumas (2) tiendan a la integral porque, al ten— 
der ¿3 acero, no tiende a cero el máximo diámetro de los dominios T, 


Sin embargo, tal propiedad vale, es decir, se tiene 


pim 50 Jun a%- o 
Se tiene, en efecto, 
n 

USISOW, UNT E (e, - 0,1) área T, < 5: área A 

y entonces, dado € > 0 , apenas sea 3 < A , resultará con cer— 
área A 

teza 

OSI-T1<E , OGUW"-I<E, 


lo que prueba las (3) 
El método resulta más provechoso cuando es fácil el cálculo de las áreas de 
los dominios T; 


Demos un ejemplo simple considerando la integral 


1- Sí (+ y?) dx dy 
Q 


donde Q es el cuadrante de círculo x>0 , y>0, x2+y2<1). 
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Resulta m=0 , M=1 ylaslí— 
neas de nivel de la función que se inte — 
gra son las circunferencias de ecuación 
x*+y"=c  . Si dividimos el intervalo 
[o,1] (donde varía e )en n par 
tes iguales y trazamos las líneas de ni- 
vel dry Lt Ji MB 
6) [que son circunferencias con 
centro en O yradios 0, EN > 
yz IE e quedará descom — Fig. 14 


puesto Qenlos n dominios Ti Tar > Ta de la fig.14 (donde se ha 


supuesto n=4 ). Se ve de inmediato que tales dominios tienen sus áreas i — 


x 
gualesa —— y que resulta 
á4n 


x = S 
A (a-1)n_ 1 1 


A x E 2 3 n x£ 1 
SN o e a O 


por lo que, según las (3) , se logrará I= lim 7Z'= lim Gi ao 
n—o n—o 8 


Análogamente para las integrales de las funciones de tres variables, conside- 
rando las superficies de nivel de la función a integrar. 
7 - BARICENTROS Y MOMENTOS DE INERCIA DE CURVAS 
(ver "Lecciones", Cap. XXIL, n% 3), 
Calcular el momento de inercia de una circunferencia ho- 


mogénea respecto de uno de sus diámetros. 


Supongamos que la circunferencia Y que se considere tenga + y En? 
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por ecuación y se desee calcular el momento de inercia 1 respecto del eje 
X  . Si suponemos la densidad lineal igual a 1 , tendremos que 1 se calcu- 
lará con la integral curvilínea f y2ds (con Y recorrido en el senudo 
de las s crecientes). aso o parámetro sobre Y la anomalía p 


se tendrá 


21 
1= f r2sentprdp=....= sr? 
0 


8 - Determinar el baricentro de un arco de circunferencia 
homogéneo. yi 

En las condiciones de fig. 15, el bari- 
centro del arco Y (simétrico respec- 
to del eje x )se encuentra sobre el e- 


je x ysuabscisa E lada la fórmu 


la 
En z / x ds 
212 Jra,5) 
en la que está sobreentendido que s de Fig. 15 
sena 
be contarse positivamente desde A hacia B .Seencuentra E=r ESE ; 


xn 
en particular si a= EN (caso de la semicircunferencia) se tendrá E = E 


9 - Determinar el baricentro del arco de parábola definido 


2 


por 2ay=xX A o<y<+ 


3 >» ue supondremos homogéneo. 


El baricentro de tal arco Y se encuentra sobre el eje y ;la ordenada n 


del mismo está dada por la fórmula 


1 
== f y ds 
L Ia, B) 
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con s contado positivamente en el sen 
tido indicado en la fig. 16 y con L  i- 


gual a la longitud de Y . Se tiene,an- 


te todo, 


a 2 
1-2 1+ ax. 
o a 


a[ Y2+1080+ 12] 


y, Sucesivamente, 


Se llega, entonces, a 


uE 3/2 -10g + V2) 
8. Va +togar Va 


10 - Determinar el baricentro de un arco homogéneo de ca—= 


tenaria. 


Sea y=acosh = la ecuación de la catenaria: XxX YX las  abscisas 


de los extremos Pp , P¡ del arco considerado. 


El lector encontrará para las coordenadas E, T del baricentro G bus- 
cado, las siguientes expresiones 


x X x Xx 
xy senh 1 -xg semh 2 - a(cosh 2 - cosh 2) 


E= 
senh 21 - semh 22 
a a 
AY ed: xo xo 
ES ie Xy “X¿+a(cosh 7 senh a 7eosh  senh Sl 


x X 
senh 1 - senh 2 
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Es fácil verificar que G tiene la misma abscisa del punto donde se cdrtan 
las tangentes a la catenaria en los puntos Po a E teniendo por ordenada 
la mitad de la del punto intersección de las normales a la catenaria en los mis- 


mos puntos Po ña PP 


11 -CALCULO DE INTEGRALES DOBLES (ver " Lecciones ", Cap. 
Xxu, n% 2, 3, 4, 5, 7, 9). 


Calcular la integral doble Sí, sen (x-y) dx dy , donde  T 
po 


representa el triángulo definido por x< 4 y<E A xy > 


>0. 
Considerando T como un dominio 


normal con respecto al eje x (fig. 17) 
Us 


es decir, definido por - z <x < gos 


“X Sy <+ , Puede escribirse 


Sí =sen (x-y) dx dy = 
E 


f Ya j M2 J de ] y= Ya 
dx sen (x - y) dy = Cos(x-y) dx = 
- Ta x - Ya 


=x 


Ma 
=0 
-Ya 


Y 4 
J (sen x cos 2x) dí = [ -cos x - $ sen 2x ] 
- Ya 


x2 4 y2 
12 - Calcular la integral doble =—= dxdy , donde T 
T x+y 


representa el triángulo definido por x<1l , y<l , X+y > 
> 1 (ig.18). 
El triángulo T es un dominio normal respecto del eje x (0 <x<1l 4 


lx <y<l) , por lo que resulta 
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E 
il 2 y-=1 
-f | yo toge+y)] dx= 
0 y=1-=x = 
. *x 
- $1 a log (x+1)] dx =....= 
0 
5 
$ lr Fig. 18 
13 - Calcular la integral doble I= f tr donde T indica 
T +X 
el dominio limitado por las dos parábolas A x= y? (tig. 


19). 
Se tiene 
1 E 
1= | gx f dy = 
o 1+X J,2 
x -x2 
A ES hd 
o 1+x 


y, realizando en la última integral la sus 


2 
titución x=t% ; 
Fig. 19 
EL 4 1 
1=2 A | ptr tl 3) dt = 
¡NO ÍS 1+2 
A 1 
5-1 
=2 [Ly Lt mareigt- 108 (1+ 42] - 22 108 2 
+2 2 DAS 


14 - Determinar el baricentro del triángulo T de vértices 
(1,0, (1,0) ,/(0,1) fig. 20) con la hipótesis de que la den 


sidad superficial sea una función exponencial de la ordena- 
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da y 

El baricentro buscado G se encuen- 
tra sobre el eje y ¡si indicamos con 
5()= 5,2 *Y la densidad, la orde— 


nada nm de G queda expresada por 


Sí y 370 axay 
y 


e (fea 
T 


> 
S ye Y dx dy 
ds 
$ e Y dx dy 
T 


Considerando a T como un dominio normal con respecto al eje y seob - 


la fórmula 


tiene 
1 1-y 1 
DS 
f ye vay dx f ya-ye YY ay 
O y-1 0 SS 
“AP. API A 
S eY q dx f a-y e Y ay 
0 y-1 (0 
e O 
Me? - 2-1) 
Verifíquese que el pa n= = con lo que vuelve a obtenerse un conocido, 


resultado relativo al baricentro de un triángulo homogéneo. 


15 - Calcular la integral doble '"Ú 2 a dy donde T re 
ay x 
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presenta el rectanguloide relativo a la función y= 1 que 


x 
tiene por base el intervalo 2 => 
>. T 


Tras fáciles cálculos se llegará a que tal integral vale 1. 


16 - Calcular el volumen del sólido limitado por el plano 
2 2 2 
xy ,el paraboloide z= E=, Y y el cilindro E 
a b a? p? 
El sólido considerado es evidentemente el cilindroide relativo a la función z= 


2 2 2 


2 
- Ly LE con base el dominio plano T limitado por la elipse +Y2= 
aso. b 5% b2 


=1 ¡de ahí que su volumen V esté dado por la fórmula 


e y? 
Y 
id 


Considerando a T como dominio normal con respecto al eje x se obtiene 


b/a Va Va 2 
(E+ A dy=...= 
fa Do Va2=x2 S * ¿ 


262 (ora, 2 (* E 
33 E CTA 5 


Tab (a+b) 


en 
4 


17 - Calcular la integral doble $ (x% + y) dx dy , donde T 
T 
indica el dominio representado en la fig. 21 
Puede considerarse a T como la suma de dos dominios normales con res— 


pecto al eje x , escribiendo en consecuencia, 


E 0 Va-y? 
$ (+ y) dx dy = dy E + y) dx + 
di yz 0 
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3 


Fig. 21 


E V2-y s 
- dy f (+y)dx=...= 
e 


pe 1 
Sere roma 
. -12 0 


qa yo 162 -3 
30 


18 - Calcular la integral doble S x y dxdy , donde 
y 


indica el dominio representado en la fig. 22 


Considerando a T como dominio normal respecto del eje y 


de escribirse 


T 


Le 
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1 


1 
A ; , 53 
= 3 (4y2-4y+3y2y] 1-3 2%y2/4-y2ydy= 
lo 


Y 
LE, Lg E sen?tcos? tdt + 
0 


T 
/2 
2 4 e LI 
+ sen toostt dt) = ¿+ 5 


Fig. 22 
19 - Establecer la fórmula ae inversión del orden de las in- 


tegraciones para la siguiente integral doble: 


2 x-1 
j dx j f(x, y) dy > (a) 
Ll log x 


La integral (1) equivale a S f(x, y) dx dy , donde T indica el domi- 
nio normal con respecto al eje x pS = 
finido por 1<x<2 , logx < y < y 
<x-1 (véase fig. 23). 

Si se desea integrar primero respecto 
dela x ydespués respecto de la y , 
es necesario considerar a T comou- 


nión de los dos dominios T¡ +. Tz nor 


males respecto del eje y definidos 


pestes Fig.23 
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T,) O<y<lg2 ; y+1<x<eY , 
Ta) lg2<y<1 ; y+1<x<2 


Por lo tanto la integral (1) es igual a 


log 2 eY 1 2 
f dy f f(x, y) dx + f dy hi £(x, y) dx 
0 y+1 log 2 y+1 


20 - El mismo problema del ejercicio precedente para la in— 


tegral 


Sa 
4 sen X 
j dx d f(x, y) dy e (1) 
Ta cos x 


Se trata de la integral Sí f(x, y) dx dy sobre el dominio T de la figura 
"E: 


24, Para invertir el orden de las integraciones es necesario descomponer "E 
en la unión de tres dominios T, , Ta, yl 
Ta (normales respecto del eje y )in 
dicados en la figura. 

Adoptando para las funciones arcsen, 


arccos, las ramas principales (- = < 


< arcsen <F , UÚs<arccos < N ) 
se llega a que la integral (1) es igual a 


1/2 211 -arccos y 


dy £(x, y) dx + 


=1 AYCCOS y 


yy2 N -arcsen y 


+ 


dy E(x, y) dx + 


-1/ E arccos y 


Fig-24 
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1 N-arcsen y 


+ dy £(x, y) dx 


El 'arcsen y 


21 - Rehágase el cálculo de las integrales dobles considera- 
das en los ejercicios 13, 14, 15, 17, 18 invirtiendo el orden 


de las integraciones. 


22 - Determinar el baricentro del lazo de la estrofoide 
xp2 + y2) = a (12 - y?) 
considerándolo como una lámina plana homogénea. 
El baricentro buscado G tiene orde 
nada nula; su abscisa E está dada 


por la fórmula 


a ax) 
IE ¡NE E dy 
2 0) 


a Se 
AN dx dy f dx fs 
o SÓ 


donde se ha puesto  a(x)=x 


e os 
A Y ax Fig. 25 


y, realizando la sustitución x=acost: 


Sigue 
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E 1/2 1/2 
cos? t sen? ES dt cos? Edb= cos3 t dt 
e 0 de 0 0 z 
5-27 172 172 
cos t sen? Far cos t dt - cos? t dt 
0 0 0 
za ES 
2 12-3K 


23 - Calcular la integral doble ff TY áxdy con T re= 
presentando el triángulo limitado ES las rectas x+y=4 , 
Bx+y=4 , x+3y=4 

El triáugulo considerado tiene los vértices en los puntos (4,0) , (0,4), 
(1, 1) /verfig. 267 y, considerándolo como unión de dos dominios normales 


respecto del eje x se obtiene; 


xl 


Fig- 26 


T 0 4-3x a 
É 4 
4x-4 
= | (6474-02) ax + (e 3 -e2X74) dx = 
0 1 


Obsérvese que el cálculo puede simplificarse realizando primero el cambio de 


iabl EN, = ¡EW 
variable x 2 Ab á 5 


plano xy enun triángulo U del plano uv conlos vértices (4,4) , (4, -4) 


, que transforma al triángulo T del 


(2, 0) 
3(x, y) 
d(u, v) 


1 1 2u-4 
for ao-+ ff ua e dy= 
7 u -(2u-4) 


4 
= pl senh (u 4) du= + (cosh 4 - 1) = senh? 2 
2 


sl se encuentra, en efecto, 


Teniendo en cuenta que | 2 


24 - Considérese la curva plana de ecuación 

ly 4 + 16x -16=0 m0) 
y las regiones en que el espacio queda descompuesto por la 
superficie que se obtiene rotando tal curva alrededor de la 
recta x=3 .Una de tales regiones resulta acotada; calcú - 


lese su volumen. 


Resolviendo la (1) con respecto a la y se obtiene 
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(2) 


de lo que es fácil deducir que la curva en estudio tiene el comportamiento indi - 
cado en la fig. 27. 
La región acotada R aque se refiere el enunciado es la obtenida haciendo 


rotar el dominio T sombreado en la figura. 


Fig-27 


Entonces, por una conocida fórmula ("Lecciones'!, Cap. XXI, n% 10) se tiene 


3 


volumen R = 2 1 (3-x) dx dy= 2 (3-x) dx dy = 
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3 
E J L£ 0-2 Pia 
2 


Para calcular esta última integral realizamos la sustitución x= 2cosht,no 


tando que los límites de integración 2 y 3 setransformanen 0 y en 


arg cosh Z = log ER E , respectivamente; haciendo así se encuentra 


arg cosh ES 


(3-2 cosh t) (cosh t-1) soni P+dt= 


volumen R = 16 1 
cosh t 


0 
arg cosh ; 


=161 (-2 coshó t + 5 cosh? t - cosh t -5+ ——) dt = 
cosh t 


argcosh El 


=161 [- 2 sen t+senh t)+ 3 (t+cosh t senh t)-senht-5t+6 arctg e] = 
0 


argcosh + 


-168 [2 senbót+ 2 cosht semht -3 senht teo arctge!] 
0 


Teniendo ahora en cuenta que cosh (arg cosh 2 es senh(arg cosh-) e 


¿Arg cosh ES > a+ 8 , se concluye que 


51.315, 3Ús ¿a 


volumen R=16 1. (-2 335-7108 +4 6 arctg —y q 


3 
1 3 

-——V5-u 

a VE al 


-=162 (Garctg 


25-Sea f(x,y) una función continua en cierto campo del pla- 
no xy .Supóngase que cada una de sus líneas de nivel 


Ífx,y)= a sea cerrada y encierre un dominio Eg cuya área 


S(a) sea una función continua conocida de a ., Llamando 
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Ep y al dominio limitado por dos líneas de nivel f(x,y)=P, 


f(x,y)= Y , demostrar que se tiene 


E Y 
£(x, y) dx dy = [asta] 5 S(a)da > (1) 
E B B 
p,1 


o también, con la hipótesis que S(a) admita derivada con- 


tinua; 


Y 


Sí £(x, y) dx dy = j asta)da Ñ (2) 
Lp 


P 


Basta demostrar la (1) ya que la (2) se deduce de la anterior mediante una 
integración por partes. Recordemos (ver ej. 6 ) que, dividido el intervalo 


[ p,7] en intervalos parciales, de longitud máxima 3, mediante los 


puntos C¿= B + Ojo Cor 000» Cpoqp Cp Y , se tiene 
n 
£6x,y) de dy = Lim ) 0, [Step =St49) 0) 
Ep,r Fl 


Esta última suma, con una oportuna asociación de términos, puede también es 
cribirse 
-00 S(cy)- (e, =C JS(C7)=(0901)5(01)=..- (Cy "Cy -195(C, -1)+0p S(Cp) = 
n 


= 1S(1)-Ps(P) Es (61- 0-1) $ (0-1) - 


Teniendo en cuenta esto, de la (3) sigue inmediatamente la (1), que es lo 
que queríamos demostrar, 
Realicemos ahora una aplicación de la (1) proponiéndonos el cálculo de la in- 


tegral doble 


$ [Voy + Ver o?+y2] dx ay ; 4) 
E 
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2 2 
donde E es el dominio limitado por la elipse. > +2 =1 
b?4 0? p2 


ON ON e RR a 


senta obviamente la suma de las distancias del punto genérico (x,y) de E a 
los dos focos de la elipse considerada. Por otra parte, el dominio E puede 
considerarse como limitado por dos líneas de nivel f(x,y)= a  ;con más pre- 
cisión: por el segmento focal de dicha elipse que corresponde a a =2c y por la 
propia elipse, que corresponde a a =2 b2+c2 .Observemos después que 
la línea de nivel genérica, f(x,y)= a , es una elipse (homofocal, a la dada ) 


a 
que tiene el semieje mayor igual a 7 Y el semieje menor igual a 


| 7 , €ncerrando entonces un dominio de área S(a)= Pra a ole 3 


Según la (1) se llegará entonces a que la integral (4) vale 


E 2 2020? 2 21020? 
ad ar -4e -+ aVa 4e“da = 


20 


2 
=...= F Mb (2b +30”) 
26 - Calcular la integral doble Sí (2 -y) dx dy , donde T 
T 
es el cuadrante de círculo definido por x>0 , y>0 , x2+y2< 
<1l 


Conviene usar las coordenadas polares e 0 conocidas propiedades, 


permiten transformar la integral en estudio en la siguiente: 


Ml, eto Peto agap-f/, gora ap. 


donde U designa el rectángulo 0<9 <1, 0<qp <+ del plano (9 
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p) 


Se obtiene después 
x 


= 1 
Sí. 9 costa pag s0- [Fotrga9 Í > aj = 


Es 
a Lu x 
«ul cos 2PdP= q 


37 dxdy siendo T 


27 - Calcular la integral doble ff AS 
T xo + y 


Tras pasar a coordenadas polares Q , P se encuentra para la integral con 


siderada: 


xr 
donde se ha indicado como U al rectángulo r << R.0<p< > del 


plano (9) 


28 - Calcular el volumen V del sólido limitado por el para- 


boloide hiperbólico rz=xy ,los planos 
el cilindro x2+yY -2ry=0 
El sólido referido está representado en la fig. 28a (donde se han represen- 
tado algunas generatrices del paraboloide hiperbólico); se trata de un cilindroi- 
xy 


de relativo a la función z= ES base el cuadrante de círculo T dela fig 


28 b). 


Fig. 28 


Se tiene entonces V= S 22 ax dy ; introduciendo las coordenadas po- 
Ñ . 
lares s.? de la fig. 28b (x= 9 sn, y=r 9 cos p ): 
|| EA qigap[omuogp er. 0 
Uu 
eS 
<? <>] 


de lo que sigue 
Yo r 
y-+ $ sopa |, 9 (r- 9 cos pr dp = 


2/2 
= 13 f (E sen p - E sen cos p) dp = 


El resultado puede fácilmente reencontrarse considerando las secciones del 
sólido con los planos x=ete. ;tales secciones resultan trapecios cuyas áre- 


as son iguales a 
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+ | 5ir E Ea 2] Vr? , 


29 - Determinar el baricentro de un sector circular, bajo la 
hipótesis que la densidad superficial sea función de la dis- 
tancia al centro. 

En las condiciones de la fig. 29, de — 
signando f( x? + y?) a la densidad , 
las coordenadas (E,n ) del baricen 


tro estarán dadas por las fórmulas 


Sí. xx + y) ax dy 

E S 
Sí 1(Vx2+ y?) ax ay 

Ss 


Ade 
T sp dp Ss 19)d9 


f dp stos Fig. 29 
dea lr ER [ero Férga 


ra dear far fogngrs 


o sea 


Ag 
Lega 
r 
| sup as 
o 


A o IO 


Se deduce fácilmente que las coordenadas polares del baricentro están dadas 


por 
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sen + 
2 a 
E 
2 . 
Examine el lector los tres casos particulares £(p 1 E 9) =p E " 
19) Spas ES (con ¡pL constante) en los que llegará a k= 4 Ey. 


2 r  , respectivamente. 


=Hr , k 


30 - Calcular el volum V del sólido limitado por el para- 


en 
a 2 2 
= E eS y x y 
boloide elíptico e ath y el semielipsoide id 


+(2-1=1 , z>1 


Se trata de un dominio normal respecto del plano xy  , que tiene por base el 


2 y 


2 
dominio elíptico E definido por - + 12 <1 y relativo a las dos funcio — 
a 


; resultará así 


lacas 


En el cambio de variables x=a E , y=bm  (jacobiano= ab) se obtie- 


ne 
y= Sí [o E 2-1] wasan 
C 


donde C representa al círculo E mp n E <1l del plano En 


Pasando a las coordenadas polares habituales se tendrá 


V=ab NES Vi? q] papde 


donde R es el rectángulo 0<p<l » O0<Q<2x del plano ge 


De la última fórmula sigue fácilmente 


7 
y== b 
6 nal 
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31 - Calcular el volumen V del sólido limitado por el para- 


2+y2 y el cilindro (x2+y2-xP?=x2+y2, 


boloide circular z=xX' 
El cilindro en consideración tiene como sección (con el plano xy )una car- 
dioide cuya ecuación, en las coordenadas polares habituales P. Q se escri- 


be 9 =1+c08 P 


El sólido a que se refiere el enunciado es un cilindroide que tiene por base el 


dominio T encerrado por la cardioide, relativo a la función z= x2+ y? .Por 
lo tanto 
0 x 1+c0s P 
vo [00% 0009=2 ap | 9 ag =- 
T 0 0 


n 
=+ f (+ cos pr dp =. 
0 


32 - Dado un disco circular de material homogéneo, calcúle- 
se el potencial que el mismo genera en los puntos Q de la 
recta perpendicular al plano del disco que pasa por el cen- 


tro de éste. 


En las condiciones de la fig. 30,la dis 
tancia del punto potenciado Q(0, 0,z) al 
punto genérico P(x,y,0) del disco C 
está dada por V x2+ y +22 y enton- 
ces, llamando pa la densidad super 
ficial (constante), el potencial buscado 


V(Q) = V(z) queda expresado por 


ver- || dx dy E 
Co Vx2+y2+ 2 Fig. 30 
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2n R =R 
gag _ NoTi 2 = 
p ap J 727 -2np | q+z E 


=21p (Vr?+z?-121) 
Obsérvese que la derivada YE resulta discontinua en el punto z=0,con 


dz 
salto igual a -4N p 


33 - CALCULO DE INTEGRALES TRIPLES (ver "Lecciones", Cap. 
XXI,n% 3, 6, 8, 9, 10). 

Calcular la integral triple Sí (2 + yA + zM) dx dy dz ,sien 
do T el tetraedro limitado por E coordenados y 
el plano x+y+z=1 ,y n un entero positivo. 

Puesto que el dominio T no varía si se efectúa una permutación cualquiera 


de las coordenadas x, y, z , puede ya escribirse 


ff (0 + yA 4 2%) dx dy dz = 3 11) xP dx dy dz 
E ED 


Por otra parte, el tetraedro T puede considerarse como un cilindroide re- 
lativo a la función z=1-x-y que tenga por base el triángulo A (x>06 , 
y>0 , x+yG<l) del plano xy 


La integral que debíamos calcular toma entonces la forma 


1xy 
sS/ ea | dz =3 Sí xP (1-x -y) dx dy = 
A 0 'A 


1 1-x 5 1 3 $ 
X n SE dE: Dn (1 - Ei DOES 
=3 f, xD dx f, (1=x-y) dy = $ f x2 (1-x)% dx ENE 


34 - Calcular lá integral triple Sí EY dx dy dz donde T 
E 
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representa la pirámide cuadrangular limitada por los pla— 


NOS X=0 , y=2a , 2=0 , x=y , Z=x+y . (fig. 31) 


(a,a,2a) 


Fig. 31 


La pirámide T puede considerarse como un cilindroide relativo a la función 
Z=X+y que tenga por base el triángulo A (0<y<a , 0<x<y) del 


plano xy  . Se tiene, entonces, 


xX+y 
, eXtY+Z dx dy dz = Ú/ eX*Y dx dy f e? dz = 
S ey (%Y- 1) dx dy = Ñ dy IM (2042Y _ ey, dx= 


+ f: (Y - 302 + 20%) dy = +[ (e 1) -6(022 -1) +8(0? )] E 
o 


'" 


(e2 190 (02 + 3) 


L 
8 


35 - Transformar en una integral simple la integral triple 
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0) f(z) dx dy dz . donde T es el dominio del espacio defi- 
E] 


nido por 0<x<y<z<l 


El dominio Tes un tetraedro que tiene las caras sobre los planos x=0 , 
X=yY , y=2 , 2=1 . Sus secciones Az con los planos z=cte. (0< 
<2 <1) son los triángulos rectángulos isósceles de catetos iguales a z (ver 


fig. 32) y, por ende, de área +22 . Se tiene, entonces, 


Fig. 32 


1 1 
Ni £(z) dx dy dz = f £(z) dz S dx dy = + f 22 £(2) de 
3% 0 'A 0 


36 - Calcular los momentos de inercia del sólido T (supues 


to homogéneo con densidad 1 ) limitado por los cilindros 


2 2 2 
de A 


Comencemos a calcular el momento de inercia 1, respecto del plano yz 
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Se encuentra 


2 2 12 
1 = Sff.- dx dy dz = ff. dx dy dx = 


Vr? 2 


r = r 
-2 f] A a ay <a | 2 Vr? óx dy = 
pel = 
(2 


r 
= e? (0? 12) dx - LE pS 
P 15 


Los momentos de inercia L z Lk respecto de los planos zx , xy resul = 
tan iguales entre sí, ya que, intercambiando y con z ,eldominio T no 


se altera, Tal valor común viene dado por 


1) = lg = Sl y? dx dy dz = Sí y? dx dy 
T c 
c 
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Si (e =x0) de= ¿Y 
= 


r? -x 


2 


E Y r2 =x2 
anoy=2 | Vr? adóx y? dy = 
— 


-Vró-x 


37 - Calcular la integral triple If (+ y +2)" xyz dx dydz  , 
donde T es el tetraedro limitado de los planos x=0 , y= 
y» Xty+z=1 y n es un entero positivo. 
Conviene efectuar el siguiente cambio de variables 

Xx =u(1 - v) y = uv (1 -w) Z=Uuvw 


que tiene por jacobiano a 
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que transforma al tetraedro T enel paralelepípedo P(0<u<1 , 0<v< 
<1 , 0<wx<1) comoes fácil verificar. La integral considerada resulta a 


sí igual a 


1) [ u(1 -v)+uv (1-w)+uvw ] z u(1-v) - uv(1-w) - uvw - u2 y du dv dw = 
pl 


1 1 1 
= f w(1-w) dw J yo (1-v) dv f uns qu = === 
o IS o 120 (n.+6) 


38- Sea C un cono que tiene por base un dominio plano, a- 
cotado, medible T y altura h .Admitiendo que esté cons- 
tituido por un material homogéneo, demostrar que la cota 


de su baricentro, respecto del plano de la base, vale L E 


4 
Tomando como plano base al plano xy y orientando al eje z hacia el vér- 


tice del cono, la cota 3 del baricentro queda expresada por 


po Mreen fie ff 


A AS AS 


Sí dx dy dz f dz JE dx dy 
c 0 Le 


donde Tz indica la sección del cono con el plano de cota z 


La integral doble J dx dy representa el área de T, - Una propie - 
Tz 


dad conocida nos dice que las áreas de Ta y TE guardan la misma relación 
que los cuadrados de las distancias de sus planos al vértice, es decir, 


área T 
z E 2.24 
=== , de donde, área T,=(1= aj área T 


área T 
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Sigue 


39 - Determinar el baricentro de un semielipsoide que se su 


pone constituido por un material homogéneo. 


O 
El semielipsoide considerado S puede definirse por las de 5 . sl, 
a (y 


z 30 .Subaricentro G seencuentra sobre el eje z y para su cota 35 se 


llega a 
e e 2 
Filis eos a» f z dz Sí dx dy sas / (1-2) da 
S 0 px 0 e 
E —_—__—_—AKáÁ - - 
2 2 2 
za = —= sab 
3 rabe 3 Sabe 3 Nabe 
E SÓ 
= = 5 A 


donde con T, se ha indicado la sección de S conel plano de cota z , que 


z2 22 
es una elipse de semiejes al|1-% , bl/1-= ; 
e? el 


40 - Considérese el sólido T de la fig. 33 constituido por 
una semiesfera S de radio r 


sobre la que se apoya un cono 


€, 
C ,con r como radio de la 
base y h por altura. Deter— 
minar h de modo que el bari- 
s 


centro de T , supuesto homo 


Fig. 33 


géneo, coincida con el centro 
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O de la semiesfera . 

Con respecto al plano de la base del cono el baricentro de C tiene cota e 
(ver ej. 38) y el baricentro de S tiene cota - > r (ver ej. 39). Recordan- 
do que el producto del volumen de un dominio por la cota de su baricentro es u— 


na función aditiva de dicho dominio, la condición impuesta en el problema se tra 


duce en la relación 


2 3 


1 EA ¿de 
rr A EASY 


de donde h= 3 r 


41 - Calcular el momento de inercia de una esfera (homogé- 
nea, con densidad 1 ) respecto de uno de sus planos tan — 
gentes. 


Sea x2 


+ y? + 2? -2rz=0 la superficie esférica (de radio r )que limita 
la esfera S considerada. Estudiemos el momento de inercia 1 con respecto 
al plano xy (que es tangente a la esfera en el origen). Se tiene, indicando con 


Tz la sección de la esfera con el plano de cota z (0<z<2r) que es un cír- 


culo de radio V z (2r -2) 


0 flanes [Tea ff mo- 


2r 
= af 3 (ar -zjdz= Ln r? 
o 5 


42 - Determinar el baricentro del sólido S , supuesto ho — 


A e 2 2 
mogéneo, limitado por el hiperboloide de una hoja + E 
a 
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2 
-5-1.y los dos planos z=0 , z=h 
Las secciones de S con los planos  z=cte. son elipses de área 


2 
Sab (1+ 3) ; de ahí que el volumen V de S venga dado por 
o 


V= 8 of + 45) dz = bh (1+ 
a 1 z= ía 
( 3) ( aX ) 


y lacota 3 del baricentro (que está sobre el eje z )sea 


1 SU 3, 2024+h2 
.= zdxdyda=....= —=h —_—— 
ey s 4" 302+n2 


43 - Determinar el baricentro de un octante esférico homo - 
géneo. 

Sea T try so rR?2 A e IR 40] el octante con— 
siderado. Las tres coordenadas E, NM +5 de su baricentro son, evidente — 
mente, iguales entre sí y se tiene, por ejemplo, 


, SS, 2 dx dy dz 


—L gp 
6 
Conviene transformar la integral triple precedente mediante el uso de coorde- 


nadas polares 


Se tiene Sí z dx dy dz = $, ¡ODE O)s 7 sen 9 do dedo don- 


1 
de U' indica el paralelepípedo (0 <y <R, 0<0 <t ,o< <z ) 


del espacio 9 8 Q y, por ende, 


2/2 Ya R E 
dp cosesenedo | ¿ap E 


1 
E 
6 E 6 
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44 - Determinar el baricentro de un sector esférico homogé- 
neo. 

En las condiciones de la fig. 34, el ba 
ricentro se encuentra sobre el eje z y, 
haciendo uso de las coordenadas polares 

S. 8, sucota 5 queda expresa- 


da por 


2 SS, 2e=es- $ sentado a0dp 


SS. 9 sen edo dedo 


donde S indica el paralelepípedo 0< 


< gsR , 0<O0Xa, 0<p <2n 


del espacio 9 8 € .'Setiene, entonces, Fig 34 
2n a R 3 4 
f dp 1] cososenoas f] 74 FAR senza 
A AS E E 
22 a R 2 3 
NR (1- a 
f ap sen oo | 9d 3 (o 
'0 0 0 


R (L+c0s a)= ](R+h) 


oo[eo 


45 - Calcular el momento de inercia respecto del eje z del 


sólido S (homogéneo con densidad 1 ) limitado por el pla- 


2 2 2 


=R? y el cilindro x2 + y2=r?; 


no xy ,la esfera xr yl z 


(con r<R ;ver fig. 35). 


Tal momento de inercia 1 está dado por la fórmula 
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I= $ (2 + y2) dx dy dz 
Ss 


Para hacer el cálculo conviene usar 
las coordenadas cilíndricas PP, 2 


observando que nuestro sólido S que— 


<2X , 0sz 


cuentra así 


AR 
gap dz 
0 0 


=2N [or de 


Fig.35 


2.2 


Realizando en esta última integral la sustitución r? - 9 se llega final 


mente a 


R 2-79 2 2 2 
1=22 Í 2 a E [2 1-5] 
NR? R R 


46 - Calcular el momento de inercia de un segmento esféri - 
co con una base (homogéneo, de densidad 1) con respecto a 


su eje. 


En las condiciones d> la figura 36 y con rl uso de las coordenadas polares 9 


6, P , se encuentra fácilmente 


21 a R 
I= 5 (x2+ y2) dx dy dz =/ aq sen? 8 d 8 9 ap - 
Ss o lo 


cosa 
R dos 9 
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8% 
¡05 


a 
5 
f sen? e(1- 2582) q 9 = 
'0 cos” 8 


= y HR (1 cos a y. 


2 


: (8+9cosa +3cos%a ) 


Introduciendo la altura h del seg — 


mento esférico, h=R(1-cos a ) ,pue 


de también escribirse 


Fig. 36 


47 - Calcular el momento de inercia de un cono circular rec 
to (homogéneo, con densidad 1 ) con respecto a una de sus 
generatrices. 

Dispuesto el cono como en la fig. 37 , refirámonos a la generatriz g situa- 
da en el semiplano y=0 , x>0 ,queenel plano xz tiene H—=+ 


por ecuación, o también, xcosa -z sena =0 . La distancia de un punto ge — 


nérico. (x, y,z) de C alarecta g queda expresada por 


(x cosa sena )“+ y 


y entonces se trata de calcular la integral triple 


pa Sí [ e: cosa=z sena)? + y? ] ax dy dz 
(S 


Pasemos a las coordenadas polares 3» 07 E notando que la superficie la- 
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teral del cono tiene ecuación € =a mientras que el plano de la base tiene o = 


o 4 : 
TL ecuación. Resulta así 


Fig. 37 


= Sí E 9 sen 6 cos pcosa - 9 os O sena e 
sen 


+ >? sen? 9 sen” p ] 7 o 


S 


donde T indica el dominio 0 < gs 
Scos 0 


del espacio ? 0  ;se tendrá, en consecuencia 
2n a 2 
1- | ap | [ tsen 6 cos p cos a -cos8sena) + 
0 0 


Ycos 8 E 
2 2 Y sen? La 
+sen” 6 sen' pensas pap - ga pleos?a cos*p Pri 


a 
+senZa | en qe - -2c08 A sen A cos P "sen % de. 
lo cos3 a costa 
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senda m5 (2% 1 15 
+scnt o 2] e f [cos2acos?p- tg! a +sen? a: 78 a- 
lo cos! lo 


-2 cos a sen acosp - Fita +sencp . Fita ] dp = 


2 2, 6p2 

6+tg"a 4 + 6h 

a 5 amó tgta E == ara 
l+tga 124 p2 


48 - Determinar el baricentro y calcular el momento de i — 
nercia de un sólido de rotación (homogéneo, con densidad 1) 
respecto de su eje. 

El sólido considerado S lo supondremos obtenido por rotación alrededor 
del eje z del dominio plano T contenido en el semiplano y=0., x>0. 
El baricentro G de S está sobre el eje z ysucota Y puede expresar- 


se (usando coordenadas cilíndricas p 


,2): 
Mr: a pe Sí. guagds 
TENOR qap dp az [iu eg 


donde Tp indica la sección de S con el semiplano que pasa por el eje z y 


tiene longitud $ . Pero Tp es independiente de Y y entonces las inte- 
grales dobles recién indicadas pueden calcularse suponiendo 5 =0 y, por en 


de, Tp =x  . Se llega así a 


E 
Pp 


Análogamente para el momento de inercia 1 de S con respecto al eje z 


(1) 


se encuentra 


T1 -49 


1- Sí, * y agdpa- [7 SS. Pagó 
1=2£ feo e) 


Aplicando la (1) , por ejemplo, para pa] 
determinar el baricentro del sector es- 
férico generado por la rotación de un 
sector circular T enlas condiciones 
de la fig. 38 se encontrará sin dificul- 


tad: 


1 En [ cos +c0s(w+a »= 


3 
(2, + Zo ) 
Fig. 38 
Aplicando la (2) para calcular el momentu de inercia del toro generado por 
la rotación del círculo (fx -d)2+22<r? (con d>r ), se encuentra 


1= + 12124 pr?+ 4%. 


49 - Considérese una esfera hueca, de radios r,R (r<R) 
constituida con material de densidad a en cuya cavidad 
se vierte un líquido de densidad P .Determínese la altu— 
ra a la que debe llegar el líquido para que el  baricentro 


del sistema recipiente-líquido sea el más bajo posible. 


Pongamos el origen en el centro de la esfera y adoptemos el eje z vertical 


y orientado hacia arriba. Supongamos que el líquido llegue hasta la cota z = h 
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(con -r<h<r ') y procedamos a cal- 
cular la cota 5 del baricentro. Con 
las notaciones de la fig. 39 tal cota que 


dará expresada por la fórmula 


af/f xaras» pff) saxaraz e 
E ——_————_—— 
2) sxavaz + pS, oxaros E 


Se tiene, evidentemente, 


ffcuoao 


Sí dx dy da O), Fig. 39 
E ; 


mientras, indicando con A, la sección de T con el plano de cota Z: 


flfoom Du foo > fono 
> [Joa no 


a £ : V AA 
o también, teniendo en cuenta que A, es un círculo de radio NE 


por ende, de área NM(r?-22)7 : 


h 
S dxdydz= N / (1? -22) dz = SS Tir+ha?er-ha), 
T L 


h 

2 

5 z dx dy dz = n/ z(e? -22) d2=- + T (e? - 12) 
T E 


Se tiene, entonces, 
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SS Erpa? -p2)? 


B= = 
II) 


3 (2 -12)? 
4 4 (R3 8) + (1 + h)? (2r -h) 


donde se puso =k y se trata de determinar el mínimo absoluto de esta fun 


a 
p 
ción $ =$ (h) enelintervalo [ -r,r] 

Por una parte tengamos en cuenta que 3 (-r)= 5 (r)=0 ;por otra parte , 


con fácil cálculo se llega a que la ecuación a =0 equivale a la 


(2 12) [16 (7-1 %)h+ (0+h9 gr -1)] = 


de modo que, prescindiendo de las raíces h=*Yr , que caen en los extremos 


del intervalo, queda por estudiar la ecuación 


(1 + h)3 (3r -h) 


E = -16k (RÍ 10) (1) 


Es evidente que una eventual raíz situada en [ -—r,r 3] debe ser negativa ; 


basta entonces buscarla en [ -r, 0 ] En este intervalo la función 


Sur 
ES e h) 


decrece de 0 a -« yentonces asumirá ciertamente (y una sola vez) el va= 
lor negativo -16k (R? - 3) 

Entonces la <= se anula una y solamente una vez en el intervalo [ -r,r] 
para cierto valor h= ho , con —r <hy, <0 


Se reconoce inmediatamente que para h= a se tiene, efectivamente el mí- 


nimo absoluto de la función 5 (a) , por lo que Bo es la cota buscada. 
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La determinación de ho puede hacerse ágilmente mediante procedimiento 


gráfico recurriendo a la (1) . Pero es mejor introducir el cociente x= 2 y 


reducir la (1) a la forma 


3 
(1+x)% (3 -x) R3 
PEA | 038 4] 


(ex (8-x) 


Se traza entonces en [ -1,0 ] el gráfico de la función y = 7 
(que no depende de los datos del problema) y se lo corta con la recta y = 
=-16k [ Es SL ] ; la abscisa del punto de encuentro proporciona el va - 
h, 
0 
lor de — 


50 - Calcular el potencial de una esfera homogénea en un 


z) 
Q 


punto exterior a la"misma. 
Llamemos S 0%+y2+ 22m?) a 
la esfera dada y p a la densidad 


(constante). Por evidentes razones de 


simetría, el potencial en un punto Q 


depende solamente de la distancia de Q 


al centro de la esfera; podemos enton — 


ces suponer Q. sobre el semieje posi- 
tivo de las z . Poniendo 0Q = r Fig. 40 
(con r>R )refiramos los puntos P de la esfera a las coordenadas pola — 


res 9? pi A _ de costumbre y observemos que resulta 


PQ?2= r?2+ 9? -2r oia ; 


entonces el potencial buscado será 


SA 
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EE e f)f, A dl TS 


y? +9 -2r Vr? 97 -ar 9 coso 


de donde, 


POR efg , 19 de Y r? ao cos O 
-2mp $ El +5 so 25 q 0000] = 


R R 
A 


Puesto que + ay representa la masa total M de la esfera, puede 
escribirse 
va) HE 


concluyéndose que la esfera actúa como si toda su masa estuviese concentrada 


en el centro. 


51 - APLICACIONES AL CALCULO DE VOLUMENES (ver "Leccio 
nes", Cap. XXI, no 10). 

Considérese el dominio plano encerrado por la lemnisca — 
ta de Bera 2992) 22 232 010 y Entcálesdcel volu 
men del sólido generado por la rotación del mismo respec- 
to del eje x 


De la ecuación d> la curva se obtiene 


2 a 
y=+ 


w 


por lo que el volumen buscado es 


XXI -52 76 


a 
229 [5 Vadea 
o 


coma [ opa -+] 


aj 


52- Considérese el lazo formado por la curva de ecuación 


(« -122P +272 [ (0-80? + y2] =0 


y calcúlese el volumen del sólido generado por la rotación 


del mismo alrededor del eje  x 


La curva ya fue estudiada en el Vol I, Cap. IX, ej. 44. Se ve fácilmente que 


el volumen buscado está dado por 


92 2 (92 - 
al A alos 
o 27a 


53 - Llamando C al lazo formado por la curva (estrofoide ) 


de ecuación x(b2+y)-a (2 -y2)=0 (a>0) calcular el volu - 
men del sólido S que se obtiene haciendo rotar 


C alrede 
dor del eje x 


La curva fue estudiada en el Cap. XX, ej. 12. Se tiene 


a a 3 
volumen S = nf id | (-x2+20x -22+ 22%) dx = 
0. 2a+x o a+x 
os 2 2 3 > 3 4 
= a[- +ax” -2a"x+2a' log (a+x)] =SNa (Qlog2 - 7) = 
0 


54 - Calcular el volumen de la cuña cónica. 


Dada uná circunferencia 


Y y, exterior a su plano, una recta t paralela 


al mismo que se proyecte ortogonalmente sobre el mismo según un diámetro de 
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Y , tracemos por cada punto M de 


Y el segmento MN perpendicular a 


Los infinitos segmentos MN gene - 
ran una superficie 0” que, junto al 
plano de Y , limitan un sólido S que 
se denomina cuña cónica. 

Dispuestas las cosas como en la fig . 
41, las secciones de S con los planos 
y =cte. son triángulos isósceles cuyas 


áreas resultan iguales a h Vr? - y?, Fig. 41 


donde r eselradiode Y y h ladistancia de t al plano de Y 


Se tiene, entonces, 


Y 
volumen s=2 | h Y r? - y? dy de nr2h 
0 


El lector reencontrará el resultado si considera, en cambio, las secciones 


con los planos z=cte. /[elipses de semiejes r(1 - 4) Pd Y 


55 - Dado un cilindro circular recto, no acotado en un senti 
do, trácese por un diámetro de la base un plano no parale- 
lo a las generatrices del mismo. Calcúlese el volumen del 
sólido S que tal plano separa del cilindro (ver fig. 42). 

Las secciones de S conlos planos x=cte. son triángulos rectángulos de 


catetos ( r : radio del cilindro; «a : ángulo agudo que el plano consideradofor 


ma con el plano de la base) Vr2-x2, 2-2 tga 
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a Fig. 42 


Resulta así | 


r 


volumen s=2 / Hrga dr 
0 


tga 
Se puede también escribir s= 2 róh , donde h indica la altura de S 


56 - Determlinar los volúmenes de los dos sólidos que se ob= 
tienen cuando rotan alrededor del eje x los dos segmentos 
circulares en que este eje divide al círculo limitado por la 


circunferencia x2+ y? - 2ay -322 = 0 


El volumen del sólido generado por la rotación del segmentos circular situado 
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por debajo del eje x viene dado por 
ES 
2 4 
28 / ta- Y sa?-x2 ax=....=2na ga -=2); 
o 3 


mientras que el del otro sólido está, en cambio, dado por 


aVa 
2 2 2 
2 | (a+ Y 4a2-x2) dx+ 2.2 al 2) -(a-Y 4a? =x?) ] ax = 
0 


2a 
[aya 
ay 
2a 2a 
2 
-2x + Var 2 ana | (a- Usa? -x2y dx = 
a y3 


=....=210 31) 


57 - APLICACIONES DEL TEOREMA DE GULDIN SOBRE EL 
VOLUMEN DE UN SOLIDO DE ROTACION (Ver "Lecciones " , 
Cap. XXI, n% 10). 

Determinar el baricentro de una semielipse homogénea. 

En las condiciones de la fig. 43 el baricentro buscado G se encuentra so— 
bre el eje y bastando, entonces calcu 
larle la ordenada 1] . Haciendo ro— 

tar la semielipse alrededor del eje x , 

se obtiene un elipsoide de semiejes a, 

4 2 

b,b cuyo volumen será r.b 4 


Por otra parte, por el teorema de Gul 


din, tal volumen también viene dado por 
el producto del área — Mab dela Fig.43 
semielipse por la longitud 2 1 n de la circunferencia descripta por G . De 


dE 5 ; a E 
be, entonces, ser 3 SN ab 3 Xab 21n , de donde » 32 b 
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58 - Determinar el baricentro de un cuarto de elipse (homo- 
génea). 
y) 
En las condiciones de la fig. 44, ha— 
ciendo rotar el cuarto de elipse alrede— 
dor del eje x se encuentra (cfr. ejer- 


cicio precedente): 


ja aL ; 
3 Nab?--- ab: 22n 


mientras que, haciéndolo rotar alrede — 0 (a,0) x 
dor del eje y se obtiene 
2 2 1 
A e Fig- 44 
Tenemos así, E = La y. ME 5 ES 


31 


59 - Determinar el baricentro de una semicorona circular 
homogénea y calcular el valor de la relación entre los Ta- 
dios necesaria para que el baricentro esté sobre la circun- 


ferencia de radio menor. 


En las condiciones de la fig. 45, razo 


nando como en el ej. 57, se encuentra 
4 3_,3 1 2_,2 
FURI)= q (RTS) 290 |») 


y entonces 


a) 
Y 
ma 
r 
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Por otra parte resultará n =r cuando la relación sE verifique la ecua- 


ción de 2% grado 


2 4 
TD -—á—ÉÁ 0 
y El PRE 


la que presenta dos raíces reales, una negativa (a descartar) y otra positiva, me 


norque 1 (aceptable), Debe, entonces, ser 


E E E 
k gal+ br ra 0,493 aprox. 


60 - Una semielipse E rota alrededor de una recta r de 
su plano, paralela a la base de ésta y situada, respecto de 
la misma, en la parte opuesta de E . Calcular el volumen 
del sólido que se genera. 
Adoptando las notaciones de la fig. 46 
y teniendo en cuenta que por el ej. 57,el 
baricentro G de E tiene una distan 


1 
4 1 
cia al eje de rotación igual a d+ o d 5] 
r 
I 
se encuentra inmediatamente que el volu 1 
Í 
- 
' 


men buscado vale 


1 ; 2 5-12 Y 2 
y Tab: 2% (d+ 7 b)= Ióabd+ < Mab 


61 - Determinar el baricentro del dominio plano (ver fig. 47) li- 


mitado por el eje x y el arco de cicloide definido por 
x=4(t-sent) , y=r(1-cost) , 0<t <21 


El dominio D considerado es simétrico respecto de la recta x= Tr ;¡so- 
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bre esta recta se encuentra entonces el y 


baricentro G del que será suficiente 


determinar la ordenada n 


El volumen V generado por la ro - 27 


tación de D alrededor del eje x vie 


ne dado por 


21 r 
v= aj y? (x) dx = Fig. 47 
0 


21 21 
=51 | e (1-cost)?- r(1-cost) dt = ser? f (1-costiódt=.,.=5 12%, 


Por otra parte el área de D vale 33 p? por lo que (Teor, de Guldin) se 


tiene satr-3nr? 259 de donde n= tr 


62-AREA DE UNA SUPERFICIE (ver "Lecciones", Cap. XXI, ss dd, 
12, 13). 

Considérese el arco Y de la hélice circular x=rcosp , 
y=rsenmp , z=kq que se obtiene al variar q en el inter 
valo [ 0,28 ] y trácese por cada punto P de 7Y el seg - 
mento PP! perpendicular al eje z . Cuando P varía eu 7 
el segmento PP' describe una superficie S ;¡calcúlese el 
área de S 

Las ecuaciones paramétricas de S son evidentemente 


x= eos p Pa, pen > z=kQ E 


variando los parámetros ? S 57 en el dominio base A (0 < $ E ES 


<P <2X ). Se tiene 


Loop, ep, o: pop, 
El 9 99 op y 
= y eos p 5 ri 

yentonces E=1 , F=0 , G= Pr? . Se llega así a 


21 

área S = Sf Va? a dp= Ñ dp 
A o 

20 +1? + 12 dog + Vr?rk ) 


Eos 


63 - Calcular el área de la parte de superficie cónica x 
+y2-2=0 que está contenida en el tetraedro x>0 O 
Z>0 , x+y+z<l 


La superficie cónica intercepta las caras x=0 e y=0 del tetraedro se- 


set 
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gún dos generatrices; la cara z=60 sólo en el vértice O y, por último, a 


la otra cara x+y+Z=1 según una curva C que se proyecta ortogonalmen— 


1 


te sobre el plano xy en la curva Cy de ecuación y=1+ (se ha e 


liminado z entre las dos ecuaciones x2+yY -22=0 , x+y+2=1 ).Se 


ve entonces, (cfr. fig. 48) que la parte S de superficie cónica que se consi - 


dera coincide con la parte de superficie z= x2+ y? que se proyecta sobre 
el plano xy enel dominio A definido por 0<x <+ , O<y<l+ ) 
2(x-1) 

Por lo tanto, teniendo en cuenta que A AE 


ox 1x2 y2 oy x24y2 


1+ y + y 2 , se obtiene 


1 1+ p 
; em > 
área Sl Zoco» vz | ax | A ir EZ 
A od 


2 


64 - Calcular el área de la superficie total dei " sólido o 
ventana de Viviani", que es la parte común a la esfera 
x2+ yl 2? r? y al cilindro x24 y? -ry <0 


La fig. 51 representa la parte del sólido contenida en el octante x>0 , y> 
30 , 220 ;se trata de la cuarta parte del mismo de modo que la superfi- 
cie total de nuestro sólido se compone de 4 partes de superficie esférica igua- 
lesa S¡] yde 4 partes de superficie cilíndrica iguales a S» . Calculemos 


el área de la parte S, adoptando como parámetros sobre la misma a la cola— 


titud 0 yla longitud (Pp . Se ve inmediatamente que las ecuaciones paramé- 


tricas de S, resultanser x=rsen8cosp , y=rsenésenp , Z = 
rcos8 (con 0< p< z , 0.<8 <P )y puesto que, tras fácil cáleu- 
lo se llega a E=r? , F=0 , G=r2sen?8 , se concluye que 
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Fig. 49 


+ ? 
área S; = 1? | dp f sen0do=r2(L - 1) 
o lo E 


Calculemos ahora el área de la parte Sa asumiendo como parámetros so — 
bre la misma la longitud p ylacota z . Las ecuaciones de S¿ Son x= 
S sz 2 A de 
=rsenpcosp , y=rsenp , Z=z (con 0sP<z > 0<zZ< 
< rcos Q )y, puesto que resulta E= r? ,» F=0 , G=1 se concluye 


< 
xz 
2 rcosp 
área S¿=r dp da = r? 
0 0 


Por lo tanto, el área de la superficie total del sólido considerado es 


que 


4(área Ss,+ área S2)=2x r? 
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65 - Calcular el área de la parte de superficie cilíndrica z+ 
2 


+x2=1 que está contenida en la esfera x2+y2+22<1 


Se ve fácilmente que la parte considerada S de la superficie z=1- x2 se 


compone de 4 partes iguales, una de las cuales (la contenida en el octante x> 
20 , y>0 , z>0 )se proyecta sobre el plano xy enel dominio A 


definido por 0<x<1 , 0<y<x V 1-x“ yentonces tendremos 
1 xV 1-x2 
área S=4 Sí radacay=s | Virada | dy = 
A 0 0 


1 
| Va - Dr) ax. 
¿vo 


Con la sustitución x2=t se obtiene 


1 
área s=2 | V (1 -t) (1 + 4t) dt 
0 


y con la nueva sustitución ES uz; 
1+4t 


24 25 4u3 z 
área S= 100 ZE A [ Larctg 2u+ A = 
o (1+4u2g 812 (1+4u2)2)] 0 


as z 
= 16 “rotg 2 + 8 


66 - Referido el espacio a una terna de ejes cartesianos or- 
togonales x,y,z de origen O ,considérese en el plano xy 

2 
la lemniscata de Bernouilli 2 + y?) = e p? -y?) y por cada 


punto M de la misma irácese el segmento OM y, además, 


la circunferencia que tiene OM como diámetro y está si — 
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tuada en el plano que pasa por M y por el eje z (ver fig.50). 
Calcúlese el área de la superficie S lugar de las circun — 
ferencias C 


Introducidas las coordenadas polares P> e, según las conocidas fórmu- 


las 
= y sen 8 cos p 
E y= y sen 0 sen p (1) 
z= q cos 6 


la ecuación de la lemniscata, en el plano xy , resulta ser 7? = a? cos 2p. 


Se tiene entonces OM=aycos2p y, llamando P aun punto cualquiera 


de la circunferencia C , se obtiene del triángulo rectángulo OPM ; 


Fig. 50 


OP = OM sen 0 


Para cada punto P dela superficie S resulta entonces 


A E 


y ésta es la ecuación de S . Teniendo después en cuenta que de las (1) se ob- 
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tienen las ecuaciones paramétricas 


x= asen? 0cos p cos 2p 
y = a sen? 6 sen p Y cos 2p (2) 
z=acos 0 sen O V cos 2p 


La S es simétrica respecto de los planos coordenados y la parte Si de la 
misma que está en el octante x>0 ., y> , Z>0 seobtiene haciendo 


0 
variar 0 en [0.5] roem[o, 7] . De aquí sigue 


Ma Ya 
área S =8 dp VeG - 12 de (3) 
0 


De las (2) obtenemos 


2% a sen 20008 p Y cos 2p , = a sen 20 sen p y cos 2 p , 


al 
8 
2 
dz dx a sen” 6 sen 3 p 
0 =2c0s 28 y cos 2p , eZ 
2 
ee 


Y cos 2p 
_ _ 2.08 6 sen 0 sen 2 p 


Y cos 2 p 


OY. a ser” 8 cos 3p 


op V cos 2 p 


y, en consecuencia, 


E=a% cos 2p ps F = -a? cos 0 sen 0 sen 2 E 


2 don? 
> 272 sen? 0 + cos? 0 sen22p) , EG-F?=atsento 
cos 2p 


Con estos elementos, de la (3) sigue inmediatamente 


a E 
área S = 82? dp sendode= + 122? 
o o 
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67 - Calcular el área de la parte S de superficie cónica 


2xy cuyos puntos se proyectan sobre el plano xy en 
puntos del rectángulo A (0<x<a , 0<y<b) 
La S se compone de dos partes simétricas respecto del plano xy . Refi- 


riéndonos, por ejemplo, a la parte superior, se tiene para la misma z= y 2xy, 


dz y dz . x A (x + y)? e 
Xx Pa " dy 5 , Tx ay 2xy 


ta, en consecuencia, de) 


Ar Ba f ay 
'A 2xy 


b a z sE 
ay | EY ) dx = 
Í, lo y x 
b 
=2 7 Fat. ay)dy=H(a+b) V2ab . 
o 


68 - Calcular el área de la superficie total S del sólido li- 


mitado por los dos cilindros x2 4 y2= y? x2422= y? 


Restrinjamos el estudio a la octava parte de S ; precisamente nos referire- 
mos a la parte S¡ contenida en el octante x>0 , y>0 , z>0 . Tal 
parte S¡ se compone, a su vez, de dos partes S! , S'" ,con S' defini- 


2 ¿2 


da por z= LE =E y (x,y) variable en el cuadrante de círculo 


AX>0 , y>0 , x2+y2<r2 ; Ss" , definida por y= 
(x,z) variable en el cuadrante de círculo B(x>0 , z>0 , x2 422 X r2. 
Tales partes S' , S' son iguales entre sí (una se deduce de la otra inter — 


cambiando la y conla z ), entonces 


(*) En la integral doble que se considera a continuación, el integrando no es función continua sobre los la- 
dos x=0 e y=0 de A ;apesarde esto la integral tiene significado y resulta un valor finito (ver ; 
“Lecciones” Cap. XxV) 
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r 
-100 [ 
0 


69 - Calcular el área de una zona esférica. 
Pensando tal zona S como una superficie generada por la rotación alrede — 


dor del eje z del arco de círculo AB de la fig. 51; se tiene 


2) 


Fig. 51 


P 
área S= 28 fros-2n j reos p-rdp=21r2Wsenf - sena )= 
a 


=21rh 


70 - Calcular el área de la zona de paraboloide E= x? + y? 


comprendida entre los planos z=a y z=b (con 0ga<b ). 


(*) También en este caso debe hacerse una observación análoga a la del ej. precedente. 
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Considerando tal zona S como una superficie generada por la rotación al- 


rededor del eje z del arco de parábola x= v y 2£KZ<b , se encuen 


b b 
5 E 
=Y =2 1+ = dz=21 z+ dz = 
área S 1 f> ds xn f. VEN q Y 7 


tra 


71- Calcular el área de la calota de catenoide z= 
= cosh Y) + y? determinada por el plano z=a (con a>1l ). 
El catenoide considerado es la super- 


ficie que se obtiene haciendo rotar alre- 


Il 


dedor del eje z la catenaria z 
=coshx (fig.52), La calota S' en 
cuestión proviene de la rotación del ar- 
co de catenaria definido por 0 <x<'iE 


[con E =argcosh a=logía+ a1)7. 


Se tiene, entonces, 


Fig. 52 


E 
áreaS=28 fras=25 | x cosh x dx = 2 1. ( E senh E -cosh $ +1) = 
0 


=2X [VaZ=1108 (a + Py -a+1] 


72- Calcular el área de un elipsoide de rotación. 
Siendo S un elipsoide de rotación (respecto del eje z ), el semimeridia - 
no situado en el semiplano y=0 


, X3>0 será una semielipse en la que in— 


dicaremos con a y c los semiejes según el eje x yeleje y , Fespec- 
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tivamente (fig.53). 


Tal semielipse Y puede representarse con las ecuaciones paramétricas 


x=Aacosu 3 csenu chi 
2 2 
z 
€ 
o e x 
Fig.53 


teniéndose, en consecuencia, 


Y 
/2 
área S=2N5 xds=215 q 2 cos u Val senz u +0? cos2u du = 


r 2 
X 


/2 
=4na cos u Y c2+ (22 -c2) sen? u du Ñ 
0 


o también, realizando la sustitución sen u = 


1 
área S=4n a Ve2+ (22 - 02) 2 at (m 
o 


Conviene ahora distinguir dos casos según se tenga a>c o ac<c 


Enelcaso a>c , introduciendo la excentricidad € de la elipse meridia 


na, es decir, poniendo c=a Vie? - Vie? , se obtiene de la (1) 


área S= anote | Ea +12 dt = 
E 
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=2na2€ [ A 
E 
y, por último, 
2€ nit 


- ¿2 
trcas= 2008 [15 Eto E] [para el caso a>ce 7. (2) 
13 


En el caso a<c , procediendo de igual forma, es decir, poniendo a = 


W se obtiene 


áreaS=4H02 e 


1 

=4nc? € A L 424 —L arcsen — = 
2 2 2 1 

EJ0 


E] 
=21c "E VYl- € [Je ds 
E el 


pu 


vale decir 


áreas 20? [10% 


] , [Para el caso a <c/(3) 


Es fácil verificar que, para e —=0 la (2) ola (3) permiten reencontrar 


el área de la esfera de radio a o c /osea, 4na2 o 4nc? 7, 


73 - Calcular el área de la parte S de superficie de revolu- 
ción que se obtiene haciendo rotar alrededor del eje y el 


arco de semicúbica y2=x" definido por |y|<1 


Se tiene, aplicando la fórmula de costumbre, 
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1 
área S=4 31 x1f1+ Lx ax 
0 4 


y, realizando la sustitución 1+ E = e 


e P 
área s= 1285 (1% -12) at =p (247 13 + 64) 
81 A 1215 


74 - Calcular el área de la parte S de hiperboloide de una 


2 2 


hoja x -y2+ 2 =1 que es exterior al cono x2 -3y2+22=0 
Se trata de dos superficies de revolución respecto del eje y cuyas líneas 


meridianas (en el plano xy ) son la hipérbola equilátera x?- y? =1 y el 


x 


par de rectas y=1 , respectivamente. La S queda entonces genera 


Fig. 54 


da por la rotación del arco AB de hipérbola de la fig. 54. Teniendo en cuenta 


entonces, la simetría de tal arco respecto del eje x se tiene 


3 


1/12 5 1/2 
área S=4x [ V 1+y? 12 ay=ax [ Vi+ 


l+y 
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- 21 [++ ¿rea 12 ] 


75 - Determinar las curvas y=y(x)>0 tales que el volumen 
del sólido generado por la rotación alrededor del eje x de 
un rectanguloide cualquiera resulte proporcional al áreade 
la superficie generada por el arco de curva correspondien—- 


te. 


x x 
Debe ser Ni f y? dx = Ja 21 ! y V1+y!? dx habiendo indicado con 
Xx X 
o o 


ES >0 el factor de proporcionalidad. Se deduce y? = ky Vi+y? y de a— 

quí las soluciones y=0 y las de la ecuación y=k Y1+y!? constituidas 

por las rectas paralelas al eje x y por las catenarias con eje paralelo al eje 

y , como se verá en el ej. 36 del Cap. XXIX. 

76 - OBSERVACIONES SOBRE LA DEFINICION DE AREA DE 
UNA SUPERFICIE. 

Expondremos aquí el clásico ejemplo debido a Schwarz, relativo a la imposi= 
bilidad de definir (sin convenientes restricciones) el área de una superficie s 
como el límite del área de una superficie poliédrica 2 variable, inscripta en 
la superficie S dada, al tender a cero el máximo diámetro de las caras de =, 

Consideremos la superficie lateral S de un cilindro circular recto de radio 
r yaltura h . Fijado un número positivo n dividamos la altura en 2n 
partes iguales y por los puntos de división consideremos planos paralelos a la 
base. Obtendremos así 2n+ 1 circunferencias, intersecciones de tales planos 


con la superficie S (contando también las dos de base). 


Fijado otro entero positivo m  inscribamos en cada una de las citadas cir — 
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cunferencias un polígono regular de «m 
lados de modo que cada polígono resulte 
rotado en - radianes, alrededor 
del eje del cilindro, respecto del polígo- 
no precedente (ver fig. 55, donde m=4) 
Considerados dos polígonos sucesivos 
P , P' (inscriptos en las circunferen- 
cias Y , 7Y' )acada vértice A de 
uno puede hacérsele corresponder un la- 


do BC del otro: aquél cuyo co — 


rrespondiente arco BC resulta dividi- 


do por mitades por la generatriz del ci- 


lindro que pasa por A . Uniendo cada 

vértice A de P con los extremos Fig. 55 

B,C del lado correspondiente de P', , se obtienen evidentemente 2m  tri- 
ángulos (isósceles, iguales entre sí) que constituyen una superficie poliédrica 
inscripta en la zona de cilindro comprendida entre las circunferencias consecu— 
tivas Y, 7Y' . Repitiendo la construcción para cada una de las  2n zonas 
del cilindro obtenemos por último una superficie poliédrica Sm, n Inscripta en 


S constituida por 4mn triángulos isósceles iguales entre sí. 


Calculemos el área de uno de estos triángulos ABC . Dela fig. 55 resulta 


x 
BH=xsen L- , -HK=r (1-co0s E) = 2r sen? , AH= Y ax2+1x2= 


2 
a 4r? sen* a y, por ende, 
4n2 2m 
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á x 2,2 x 
área ABC = BH + AH=r sen — ]/ 4 4r? sent — 
m 4n2 2m 


Resulta, entonces, 


Hagamos ahora variar los enteros m,n de modo que el diámetro de las ca- 
ras de Sm,n tienda a cero; es evidente que es necesario hacer tender a infini- 


to tanto m como n (simultáneamente, pero independientemente el uno del o 


1 sx 
sen— ir 
tro). Ahora, para m—0w , n-—»0 se tiene ——1 , Lu 
m 2m 


mientras la relación 5 no tiende a ningún límite determinado (tiene míni— 
m: 
mo límite cero y máximo límite + 00 y. 


Se tiene entonces 


min lim área Sy y =2Xrh d a Área Sip =+ LAS (1) 
n—o n—w 


Es también fácil ver que, eligiendo en forma oportuna los números m,n ,Pue 
den deducirse de Sn particulares sucesiones que tienen como límite cual - 
juier número del intervalo [ 21 rh,+0w ] + Si, por ejemplo, se asume n= 


=m se obtiene lím Sin = 2nrh ; si se asume n= m2 se llega a 


2 


si se asume n=m? setiene lim S  = 


y 4 
lím Spyn= 2 Mrh |/1+ x a 


(*) Para los conceptos de mínimo y máximo límite véase “Ejercicios”, Cap.IV, ej. 17. 
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Nosotros sabemos que el área de la superficie S considerada vale  2S1rh 
y vemos [ cfr.la (1)|que este valor puede obtenerse como mínimo límite de 


área Sm, 


moderna de área de una superficie debida a Lebesgue; pero no podemos detener 


. Este es, precisamente, el punto de partida para la definición 


nos en este punto. 

Observemos, todavía, que el ejemplo precedente no está en contradicción con 
la definición de área de una superficie dada por nosotros en "Lecciones", Cap . 
XXI, 2011. Supongamos que nuestro cilindro tenga por eje al eje z yque el 
origen coincida con el centro de la base: entonces, usando las coordenadas cilín 
dricas >. 9, p habituales, la superficie tateral S puede representarse 
con las ecuaciones paramétricas x=rC08 P , y=rsenp , 2=Z ,con 
el dominio base A (0<P< 2 , 0<2<h) .Se ve inmediatamente 
que los vértices de la superficie poliédrica inscripta Sn antes construida 
provienen de los nodos de la red de triángulos, trazada en el dominio base A, 


indicados en la fig. 564 (donde n=2 , m=4 ), mientras que según lo di- 


z z 
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cho en "Lecciones", tras haber dividido los intervalos [ 0,2% ] del eje p 
y [ 0,h ] del eje z en m y 2n partes iguales, respectivamente, ha- 
bríamos debido considerar una red de triángulos como la de la fig. 56b. El lec- 
tor verá fácilmente que, a partir de esta última, se genera una superficie polié- 


drica inscripta en S cuya área vale 


sen E 
h m 
=2 
4 mn + r sen ra 21rh hz 
m 


y tiende al efectivo valor 2 9 rh del área de S 
77 - DEMOSTRACION DEL TEOREMA RELATIVO AL CAMBIO 
DE VARIABLES EN LAS INTEGRALES MULTIPLES. 

Nos referiremos, para fijar las ideas, a las integrales dobles. Recor- 
demos que en "Lecciones", Cap. XXI, n? 9 ha sido enunciado, sin demostra = . 
ción, el teorema general sobre el cambio de variables en tales integrales, Re — 
tomemos el argumento con el objeto de dar ahora la demostración. 

Sea B un campo (conjunto abierto) del plano uv . Supongamos defini= 
das en B dos funciones reales 

x = x(u, v) , y = y(u, v) (1) 
que verifiquen las siguientes hipótesis: 1%) en B son continuas junto 


con sus derivadas parciales primeras; 2%) el determinante jacobiano J(u, v) = 


se mantiene distinto de cero en B ;3%) llamando A alcam- 
os y, 
y v 


po del plano xy descripto por el punto (x,y) definido por las (1) cuando 


Ly B 


(u, v) varía en , las (1) establecen una correspondencia biunívoca en 


(*) Diremos brevemente que A eselcampo correspondiente a B ;elhecho dezue A seauncam- 
po ha sido probado en “Ejercicios”, Cap. XVI, ej. 47 . 
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tre los puntos de By los puntos de A 

Se trata, entonces, de demostrar sucesivamente los siguientes teoremas (cfr. 
Cap. XXI, n 7 en donde se ha tratado el caso particular del pasaje a coorde — 
nadas polares): 
I-Si R es un intervalo contenido en B ,el conjunto r' 
que le corresponde en A es un dominio acotado y medible 


(según Jordan) y se tiene 


área R'= Sí | 3(u,v) | dudv . (2) 
R 


OU -Si T es cualquier dominio acotado y medible contenido 
en B , el conjunto T' que le corresponde en A es tam- 


bien un dominio acotado y medible y se tiene 


Área T! = Sí |3(u, v) | du dv 
T 


IM - En las condiciones del teorema precedente, si Í(x,v) es 


una función continua definida en T' ,se tiene 


SÍ ex, y) dx dy = Sf £[x0,w), 90,09] [60,0 | du av 
» T 


La verdadera dificultad consiste en demostrar el teor. I, porque de éste se 
deducen inmediatamente los otros dos con razonamientos del todo análogos a los 
desarrollados en "Lecciones", Cap. XXII, n% 7, teor. 1 y Il, en el caso de 
las coordenadas polares. 

Ocupémonos, entonces, solamente de la demostración del teor. 1 y, con tal 
motivo, realicemos previamente algunas consideraciones elementales sobre las 
afinidades entre el plano uv yelplano xy ,esdecir, sobre aquellas 


transformaciones (1) particulares en las que las funciones x(u,v) , y (u,v) 
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del segundo miembro son lineales . Poniendo en evidencia un par de puntos 


correspondientes (u¡,vy ) 90) las ecuaciones de la afinidad pueden escribirse: 


x=X 


07 a(u-u) + b(v-v,) 5 


(a,b,c,d constantes, con J= ad-bcX 0) 
Y=Yg = C(U=Up) + d(v=w) , (3) 
Si en el plano uv se considera el intervalo R definido por l LR w | S 
< W y | ya | < E , se ve fácilmente que las (3) le hacen corres — 
ponder el paralelogramo R limitado por los dos pares de rectas para— 
lelas 

dex )btr=y)=tah; -opexpray-y)=+3É a 
o) b0-Y)==I7 5 («=xp)+a(y=39)=13 y , (1) 

y que resulta 
área R'=|J| - área R y (5) 
Si junto al citado intervalo HR se considera otro, S  ,definido por 

a B 

pu - ug] <K A | v-w | <k En (es decir, concéntrico y homotético a 
R )aéste las (3) le ponen en correspondencia otro paralelogramo se cu— 


yos lados son paralelos a aquellos de R* , A las distancias de 


Lal Ly 1 
V 4? V 2, 


respectivamente, como se deduce de inmediato teniendo presente las (4) 


B 
l1-k] $ ; (6) 


a 
L1-x] E 


Tras estas consideraciones comencemos la demostración del teor. 1. De la 


hipótesis 2%) sigue que las derivadas x no pueden ser nunca simultá — 


u» Yu 


neamente nulas y lo mismo puede decirse para las AS Por lo tanto las 


| 3(a, y) 1 La, v) | 
E re 


da una de ellas admite en R mínimo positivo, lo que permite afirmar que e= 


funciones son continuas y positivas, con lo que ca 
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xiste una constante positiva [2 tal de tenerse 


Lienl o, a 


Fijemos ahora un número positivo € (con la única condición que sea € < 
< + p ). Por la continuidad de los Xu Yu Xy y Mm AR podemos, en 
correspondencia conel € fijado determinar un número positivo UM = 0(€) 
tal que, fijado en R arbitrariamente un par de puntos (u,v) , (u+AMu, 


v+ Av) con |Auj<0v , |Av|<0 resulte 


X, (U+Au, v+Av)-x, (u, v) pa A y análogamente para y, ,Xy, y (8) 
212 


Llamando a, B a las dimensiones de R podemos también suponer que 
a em 
sea 1<e,0o< z ¡7 <E, Observemos que, en virtud de estas dos últi — 
mas condiciones, ambos intervalos [ an ES ] > [£. ABS 1 resul— 
20* 0 202 0) 
tan tener longitud mayor que 1 y entonces es posible elegir en el interior de 
cada uno de ellos un número entero (positivo); utilizaremos la notación m = 


=m(€) , n=n(€) paraindicar los números enteros respectivamente ele- 


gidos, con lo que se tendrá 


20 (9) 


Dividamos el intervalo R en mn intervalos iguales R¡, (i=1,2, ..... 


B 


a 
.., mn) cada uno de dimensiones a Si (u;,vw) indica el centro 
de R¡ ,Y (Kin) el punto del plano xy quelas (1) le hacen correspon - 
der, podemos considerar, respecto de R; la siguiente afinidad entre el plano 


uv yelplano xy : 
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X= (Y, 3) 0 (0) y (Y, 4) + (0) ; 
(10) 
Y == Ya Ys Y) A, Y) roy O 


La transformación (1) le hace corresponder al R¡ cierto dominio a- 
cotado Rj del plano EN mientras la afinidad (10) lo transforma en 
un paralelogramo Rj del mismo plano. Si dos puntos, P! de Ri y 
P* de Ri se consideran como correspondientes cuando provienen de un mis 
mo punto P de R;¡ surge evidentemente una correspondencia biunívoca en— 
tre Ri y Ri ; procuraremos obtener una acotación por exceso de la distan 
cia entre dos puntos correspondientes P' y p* 

Llamando (u, v) alas coordenadas de P ,lasde  P' estarán dadas 
por las siguientes expresiones / obtenidas expresando los segundos miembros 
de las (1) mediante la fórmula de Taylor-Lagrange de punto inicial (u;,v;)7; 

XX (2, 9 (0-0) +, (01,9) (UV), 
Y¡+Yg 2”, 90) (U 01) + y, (9, q") (v - v;) 
donde (p',q') ,  (p", q") son ciertos puntos del segmento que une (U, 4) 
con (u,v) . Las coordenadas de P* son, en cambio, según las (10) 
XFX Y) Mo) (Y, Y) rv), 
47% Y, M) 00) + (4, 4) (-4) 


(*) Estas fórmulas se obtienen a partir de las (1) sustituyendo las funciones x(uw) , (y(uwW por las 
expresiones proporcionadas por la fórmula de Taylor interrumpida en los términos de primer orden. Puede 
decirse que esta afinidad es una aproximación de orden uno de la transformación (1) en el entor— 
no del punto —(u;,w) 


(**) Ya sabíamos que las (1) transforman un campo C interiora B enuncampo C' interiora A. 
Dejamos para el lector la demostración de que la misma también transforma FC en FC' y,poren-= 
de, al dominio CUFC eneldominio C'U FC* ., (resultando éste acotado si lo es el primero) . 
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Como  P(u,v) pertenecea R¡ ,se tiene imss 
E 2m 
P US 
AS y entonces, por las (9) , |u=0 |< ; ES 
< Y .Serátambién |pr-u| <0 , [a-y|<oe, |or-u|< 
<0c 7 | Y =v,| < 0. conloque, por las (8) , las diferencias entre 


las coordenadas homónimas de P' y P'" serán, en valor absoluto, ambas 


E A Ar 
EE O VW" 


PP? < er (11) 


menores que 


o sea, 


Como cuando P' describe la front. ra de R; , P* describe la frontera 


: 


Fig. 57 


de Ri ,la (11) nos asegura que FR! queda contenida en el "marco" C 
i 03 


obtenido (*) trazando las rectas paralelas a los lados de FR; con distancia 


(*)Con esta construcción se logra efectivamente un “marco" puesto que las distancias de dos lados opues — 
tos del paralelogramo RF son [téngase presente las (3) , (4) , (10) J: 


| 460,9] A la 9] p 


Vita V A TS 
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e 0” (véase fig. 57): 
$ R; ec (12) 
Tras obtener la (12) consideremos, junto a cada intervalo R; , Otros dos 
intervalos Si, T, que tengan el mismo centro uy E y) que R¡ ,y laos di 
4E, 2 


5 de 4€ 
mensiones a _ a- 4, £ (para S) y (1+ y 


p pom 
) . El rectángulo Si está contenido en R;¡ mien- 


4e, PB 
arde) ra 


tras que T¡ contienea R¡ . Los dos rectángulos S¡» T¡ son transfor — 


mados, por la afinidad (10) en dos paralelogramos si . Los y se tiene 


i 


sí cri cr 


La distancia entre las dos fronteras 58 o FR es igual a la menor en- 
tre las distancias de dos lados paralelos correspondientes, distancias que valen 
[véanse las (6) 7 


GE vo | 4e 2 


2) +32, 99. E 


| 34, vol A E 
2n 


ze (Qi, Y) + Y (Yu, 4) pe 


y que, por las (7) , son respectivamente mayores que p qe=, 02 2 e, 


p 2m m 
P + E =2€ = y, en consecuencia, por las (9) , ambas mayo— 
* 
resque 2£0% , Otro tanto puede decirse para las fronteras de R; a da 


Esto demuestra que, si alrededor de la frontera de RÍ se construye un 


'marco'" P. de doble ancho del antes considerado C , las fronteras de — Sí 


y de me no penetran en [ (la primera está en el "hueco" del ''marco", la se 


cantidades que, por las (7), (2) son ambas mayores que ¿0 y,porende, que 4 EV (recuérdese 


que se ha elegido € < = E ). Por otra parte esto resultará implícitamente de la continuación de la de— 


mostración. 
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Fig. 58 : 
gunda, "exterior" al mismo; véase fig. 58). 
Reuniendo este hecho con el ya expresado por la (12) puede obviamente con - 


cluirse que EN é Ri CT  . Esto vale para todos los valores del índice i y 


entonces 
mn, mn 
sicr'tel) 1 
il i=1 


de donde, teniendo en cuenta que, por la (5) , se tiene área si = | Ju, v)| 


4e 


área S¡ = | JU, va) | (1- e área BR; y análogamente, área E = 


= | 35, 4) | 14 GEN bres Ry LA 


E 
p 


mn 
7 l JU, vo] área R; < área; R' <árca, RS 
i=1 
(*) Téngase también en cuenta '<que los Sj_ no tienen, dos a dos, puntos comunes, por lo que, 
. . 
área US; = Párea Si 3 
en cambio 
. 
área UT¡ LYárea 1; $ 
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462 > 
< 0+ 75) qe [301,, v)] área R; (13) 
Hagamos tender ahora E acero. Recordando que 0 < E resulta de 
las (9) que m,n tienden ambas a infinito. Entonces, las sumas que apare— 
cen en el primer y el último miembro de (13) tienden ambas a la integral 
Sí |3(u,v)| dudv . Dela (13) sigue, entonces, 
R 
área; R' = área, R' = Sí | (a, v) | du dv Sn 
R 
que es lo que queríamos demostrar 
78 - TRANSFORMACION DE LAS INTEGRALES DOBLES O TRI 
PLES EN COORDENADAS ELIPTICAS. 
Comencemos por las integrales dobles recordando primero qué se entiende 
por coordenadas elípticas de un punto del plano. 
Tomado el plano con referencia a coordenadas cartesianas ortogonales x,y , 
y fijados dos números positivos a>b , la ecuación 
2 2 


+ = 
al4d  b+2 


1 (1) 


representa, cuando el parámetro A varía en [ -a?, +00 ] , la familia de 
las cónicas con centro (reales) que tienen los focos en los puntos (+ c,0) con 


. Por cada punto (Xx, y del plano pasan dos de estas cónicas y, 


precisamente, las que corresponden a los valores de A que son raíces de la 


ecuación de 2% grado, 
EA) =(42+2)(02+2) -x2 (02+2) - y2 (a2+ A)=0 (2) 


Si se observa que f(-a2)=-=x?2 (p2-a% 30 , £í-b%=-y2(2-b2)<0, 
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se llega fácilmente a la conclusión que tales raíces son siempre reales. La me- 


nor, A, ,caeen [-22 5 -p? ] ; la mayor, A, ,en [ -b?, + co] 


2 E 


ambas coinciden (en -p2 ) solamente si el punto  (x, y) cae en uno de los fo 


cos citados. 


A la raíz Mo le corresponde, en la familia (1) , una hipérbola (degenera- 


dasi A -b2 )íalaraíz A corresponde una elipse 


1 


2 


(degenerada si A, = -b?) 

Estos dos números, My > Ay , bien determinados en correspondencia con 
el punto (x,y) se llaman las coordenadas elípticas de tal punto por= 
que, como ahora veremos, individualizan, salvo simetrías respecto de los ejes 


coordenados, a dicho punto. En efecto; puesto que A As son raíces de la 


me 
(2) , vale la identidad 
(20% 19220024 2)- y 002 +A) = (A- ANA Ay) 


y si en ésta se pone, sucesivamente, A=- a? IN Eo] A , Se obtiene in 


mediatamente 


(+ Ar) (24 Ao) 


(02+ A) (0% Ay) 


opa a 


Esto muestra precisamente que una vez fijados As, Az (con »M da p? 


=p? Es Az > -a? quedan determinados solamente los valores absolutos dex 
yde sy”: 


Los Aj, Az pueden entonces servir como coordenadas efectivas solamen 
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introduciendo este u podrá escribirse 


al+ A, =(a2 -b% cosh?u , b%+ A,=(2-0% senta . (4) 


a +A 


Análogamente, siendo 


——S<1l , existen ángulos tales ue 
AS E $ q 


pudiendo elegir (pde modo que sea 0 <Q <2x 


y que cos «p tenga el signo de x , mientras que sen «p tenga el de y 


Utilizando este ángulo «p podrá escribirse 


a+ A) = (2? -b> cos. : b?+ ES) seno 5 (5) 


Sustituyendo (4) y (5) en las (3) se obtiene x? 


= 02 cosh?u cos? p AÑ 

= c? senh? u sen? <p  yentonces, recordando la convención hecha sobre los sig 
nos de coso ysenp : 

x=ccoshucosp , y=cesemnhusenp , (u>0 , 0<P <21)(6) 

Con la introducción de estas nuevas coordenadas elípticas u, $ se obtiene 


la correspondencia biunívoca entre (x,y) y (u, p) 


Las curvas u=cte. (o Ay = cte.) son las elipses 


(e cosh uy? (e senh u)? 
ylas p =cte. (o Xo =cte. ) son las hipérbolas 


2 2 


3 e A 
(e coso y? (e sen p y? 


tales elipses e hipérbolas pertenecen a la familia (1) y es fácil demostrar 


que se cortan según ángulos rectos. 


En algunos problemas es conveniente usar las codrdenadas elípticas bajo una 
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tercer forma, sustituyendo la coordenada u por el número ? definido por 


Vida e 
a-b a+b a-b 1 


a a da » Y=(1 3 o 


A y Up <28 )5 (7) 


bajo esta forma las coordenadas elípticas ? , Y aparecen como una exten — 


. Se encuentra así que las (6) se mcdifican como sigue 


sión de las coordenadas polares en el caso límite b=a=1 ,las (7) toman 
la forma x= psp, y= psenp 7 
En la transformación de las integrales dobles las fórmulas más cómodas son 


las (6) ; se encuentra 


dx, y) 
du, Pp) 


= 0? (cosh? u- cos? p )= e? (senh? u+ sen?p ) 


teniéndose, en consecuencia, 


f[ £(x, y) dx dy = 
lp 


= ye Sí f(c cosh u cos p, e semh u sen p) (cosh? u -cos2p ) du dp, 
T 
donde T , T' son dominios que se corresponden en los dos planos up y 


xy 


Análogamente puede procederse en el espacio, considerando el sistema de cuá, 


dricas homofocales representado por la ecuación 


, (A>b>c>0) (8) 
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y asociando a cada punto (x,y,z) las tres raíces Aj, Ay, Ag Leon M> 
>, -2>t3>0?, -02>2¿>-a? 7de la ecuación de 39% gra- 
do 
10 = +00 +0? +2) a (0? + 2):(0? +A) - 
y? (2+1)12 +2)-2 (22 +1(02+2)=0 
Con idéntico procedimiento al usado en el caso del plano se encuentran las fór 
mulas 
(22+4,) (2+2,) (22+ Ag) 
(22 -b2) (a? - 2) 
2 0%) 04 2) (0242) 


A , (9) 
(02-02 2-22) 


x= 


A (0? 4 My) (07 +23) (02 +23) 
e ARAS AA 


(0? - a?) (0? -p 


) 
que individualizan solamente los valores absolutos X, y, Z 


Se ve después que es posible introducir, en lugar de A, E Ma a Ma , tres 


nuevas coordenadas u, 0, Ko] poniendo: 
2+d 242 2 +A 


2 
2 A Y 2 il a 


lo que transforma a las (9) en las 


x= cosh u * | (2 -0?, - (0? -0> cos? e cos Qp , 


y= ES -c2) cosh? u + (a2 - b2) senh2u - send -senp , (10) 


z= senh u - cos 8 * (2 -0?> - (a2 -b2) cos? p > 


(u>0 , 0<86<1 > 0<p<21) 


Las superficies u=cte. , 8=cte. , y -= cte. son, respectivamente: 
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2 2 z 


A E E E A A E < 
(a? -c21cosh?u (02 -c2%cosh?u+ (a? -b2sem?2u  (a2 -c%semn?u 


(elipsoides) , 


3 y? ja 


+ 
(a? -c?) - (p? -c2%)c0s28 (2 -c2%sen?0 (b 


)cos28 


(hiperbolides de una hoja), 


x2 


(a2 -b2)0o0s2p (a? -12)sen?p 2)-(a? -12)c00s2p 
(hiperbolides de dos hojas) 


Se trata, naturalmente, de cuádricas de la familia (8) 


2 


1 


En lugar de la coordenada u se puede también introducir otra, 


x=p(9) Vx 12 cos? 0 cos p 


y= Ya? 9? (9) +12 0? (9) sen 0 sen q 5 
z=q(9)c0s 8 ateos Y 


a-c 
Mrs + LESA INR SAA 


donde, por brevedad, se ha puesto 


? 


niendo 9 [2 . el. En este caso las (10) se transforman en 
V a+c 


, Po = 


a) 


Las (11) permiten considerar a las coordenadas elípticas 9,0, «p como 


una extensión de las polares; en efecto, pasando al límite primero para b —a 
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y, Sucesivamente, para c—a=1 seobtiene x= y sen 8cosp , y = 


= y sen O sen FEE y cos 8 
En las transformaciones de las integrales triples las fórmulas más cómodas 


son las (10) , El cálculo del jacobiano lleva al siguiente resultado 


dle, y, 2) 


9 fu, 0, q) 


0” )sinhTur(b*-c”)cos 0) [fa?-0*)cosh% 


Ai Le? )coshTu+(a -b> )sinh”u 


(a-0*)cos "pl 00” join ora” -b oi 


2) (0.0? )cos*0 Nate?) (a*- 


)cosp 


por lo que se tiene...... 


79 - NOCIONES SOBRE LA INTEGRAL DE RIEMANN. 

Deseamos exponer brevemente el concepto de integral de Riemann, que vale 
también para funciones no continuas. Esta integral tiene ahora sólo una impor = 
tancia histórica, ya que ha sido sustituida por el concepto de integral de Lebes= 
gue (ver Cap. XXV, ej. 50) 

Sea A undominio acotado y medible del espacio CS 
= 11, gr 2, Xp) Una función real definida y acotada en A ;exis- 
tirá, entonces, un número H >0 tal que 

|] < . 3 para PEA a) 


Realicemos una descomposición D de A enun número arbitrario n de 


dominios parciales medibles T. D» fs ay 


. Indiquemos con My y A; 


al extremo inferior y al extremo superior, respectivamente, dela f(P) en 


T, . En virtud de la (1) tales extremos resultarán ambos finitos y podemos, 


entonces, calcular las dos sumas 
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n 
s= A; med T; 


e (2 
n 


= E ÑN med T; 

Si se consideran todas las descomposiciones posibles D del dominio A y 
en correspondencia a cada una de ellas se calculan las dos sumas s y S ,se 
obtendrán dos clases de números Í ae ) que, en general, no resul- 
tarán contiguas (*) 

Por definición, el extremo inferior de la clase (8 ) y elextremo superior 
de la clase Í Ss ? se denominan la integral superior de Riemann 
y la integral inferior de Riemann, respectivamente, de la función 
ty, Xa, +=», Xp) extendida sobre el dominio A 

" ! 

Una vez indicadas tales integrales con ¡' f(P)dT y S f(P)dT ,res- 

pectivamente, si ambos valores E sea, si las as 1 s) y 
( Ss ) fuesen contiguas) se dirá que la f(P) es integrable según Riemann en 
A , y el valor común de las dos integrales se denomina integral de Rie— 


mann de la f(P) extendida sobre el dominio A y se indicará 


con el símbolo habitual S £(P) dT 
A 


Las funciones f(P) continuas en dominios acotados y medibles propor = 


cionan un ejemplo de funciones integrables según Riemann. 


Demostrar que, indicando con 43 la norma de la descom- 


posición genérica DO del dominio A , resulta: 


(*) Con el mismo razonamiento hecho en “Lecciones” , Cap. XXI, n. 5, se prueba que cada suma 5 nosu 
pera a ninguna suma S . 
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' 

lim s= , £(P) ar 

¿0 Fi 


a 
lim S= f £(P) dT 
e la 


80 - Demostrar que toda función f(x) /de una sola variableZ 
acotada y monótona en un intervalo acotado [a,b] ,es in- 
tegrable según Riemann en dicho intervalo. 

Supongamos, por ejemplo, que f(x) sea no decreciente. Descompuesto el in 
tervalo [ a,b ] en intervalos parciales mediante los puntos a= x¿< ES < 
<Xx¿<.... <x =b , en el intervalo genérico [ al los extremos 
inferior y superior de la f(x) coinciden, respectivamente, con f (4-1) y 
fx) 

Se tiene, por lo tanto, 

n 


2 [ Ex) Ex) ] 6% =% 1) 


S-8s 


y entonces, llamando $ ala máxima amplitud de los intervalos [ Xi. 


n 
0<S-s <5) > [ 1) 16,1] = 8 [ £() -£ta) ] 
i=1 


Sigue ya (S-s)= 0 , osea la tesis. 


81 - Demostrar que la función de Dirichlet definida por 


0 , si x esracional , 
f(x) 


1 si x esirracional , 


no es integrable según Riemann en ningún intervalo acotado 


[a] 
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En efecto; de cualquier modo que se descomponga [ a,b] en intervalos 
parciales, en cada uno de éstos, el extremo inferior de la f(x) vale siempre 
cero y el extremo superior siempre 1 . Sigue que siempre es S=b-a eN 


s=0 y, por ende, la integral superior vale b-a y la inferior vale 0 


82 - Demostrar que la función f(x) definida por 
=0 (si x esirracional) 


-5 (si x es racional = E con p,q enteros primos entre 
sí, q50 ), 


es integrable según Riemann en el intervalo [ 0,1 ] y que 
la integral correspondiente vale cero. 

Como en el ej. precedente se ve que se tiene siempre s=0 , por lo que la 
integral inferior vale cero. Para probar la tesis se debe entonces hacer ver que 
también la integral superior vale cero, o sea, que pa S=0  . Inclusive se- 
rá suficiente probarlo para una particular sucesión de descomposiciones D 
(con ¿—0 ). 

Siendo n un entero positivo dividamos el intervalo [ 0,1 ] en N = 
n(n-1)+1=1+2 [ A (a-1) ] partes iguales y construyamos la su 

N 
ma S correspondiente, que indicaremos con Sa . Se tiene S,= a Es Aj 
donde A 1 esigna el extremo superior de f(x) en el i-ésimo datersalo par- 


cial; queremos demostrar que lim S =0 
no Nn 


Teniendo en cuenta que f(0)=0 , f(1)=1 y que las fracciones irreduci— 
bles - , interiores del [ 0,1 ] , Sson,como máximo, q-1 , vemos 


que en [ 0,1 ] hay un solo punto donde f(x) =1 y, como máximo, q - 1 
E 
puntos donde f(x) = E , (4=2,3,...) . Por lo tanto, entre los citados ex- 


tremos superiores Aj , existirá uno igual a 1 , existirán alo: sumo 2i 
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guales a - , 2losumo 4 iguales a + , 2losumo 6 iguales a + ” 

.., 2losumo 2(n-1) iguales a 2 ) . Entonces, si buscamos los in = 
tervalos parciales para los que ÑN; =1, + 2 + IIA 2 , Serán, ento — 
tal, < 1+2[1+ DEBRA + (a-1)] , es decir, < N y, en los inter— 
valos restantes, será ciertamente AN; < = + Sigue que 


L A A A -1 2] - 
ÓN [1+2 A A o al [E 


Para n—o la fracción 221 


tiende a cero porque el numerador es 
un infinito del 19% orden y el denominador del segundo. También el otro térmi- 


no tiende a cero porque sabemos que 


=logn+0 (1) (ver E- 


jercicios", Cap. IV, ej. 10), de donde sigue la tesis. 


83 - TEOREMA DE LEBESGUE-VITALI. 

La f(x) considerada en el ej. precedente es continua en todos los puntos x 
irracionales y discontinua en los puntos racionales (ver "Ejercicios", Cap. VI, 
ej. 15). Sus puntos singulares forman, entonces, un conjunto numerable que, de 
acuerdo a lo dicho en el ej. 16 del Cap. XX, resulta de medida nula según Le- 
besgue. El hecho que tal f(x) sea integrable según Riemann cae dentro de un 


teorema general, llamado de Lebesgue-Vitali, que nos limitaremos a enunciar; 


Condición necesaria y suficiente para que una función a - 
cotada f(P) sea integrable según Riemann, en un dominio a 


Pp 
(*) Para explicar el factor 2. téngase en cuenta que un punto ¿— puede pertenecer a dos Intervalos par 
ciales (cuando es extremo común de los mismos). 


CAPITULO XXI! 


Integración de las formas diferenciales lineales 
e integrales curvilineas 


1 - INTEGRALES CURVILINEAS DE FORMAS DIFERENCIA — 
LES LINEALES: (cfr. "Lecciones", Cap. XXI, n% 2) 


Calcular la siguiente integral curvilínea; 
I / (yeX dx + eY cos x dy) 
r(P,Q) 
donde 7Y eselarco de la curva y=cosx que tiene por ex- 
tremos los puntos P(0,1) , ar. 0) 
Como parámetro sobre Y podemos adoptar la misma x  yentoncesse ob 


tiene, inmediatamente 


- ek -eC08X dos x sen x) dx=.... = 


Ta % 
| 2% (005 4 son) 099% (1 008 3) ne De 
0 2 2 
2- Calcular la integral curvilínea ZW y , siendo 7 
Y 
7(P,Q) 


el arco de curva y=e* 


que tiene por extremos los puntos 
P,Q de abscisas respectivas > 0 


Procediendo como en el ej. precedente se encuentra que la integral conside = 
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rada vale 
: 3 DL Ji 
== | a 
1 e3x lo 22 e 
Z 
3 - Calcular la integral curvilínea 
1 (y dx + xy dy + xyz dz) 
r(P,Q) 
donde 7 es el arco de cúbica alabeada x=t , y-? y Z= 


= (3 con extremos sobre los puntos P(0,0,0) , Q(1,1,1) 


Se tiene 
Z 16 
Ya á dd car aha=.....- 
15 
0 
4 - Calcular la integral curvilínea I= Edy donde 
y: 


Y(P,Q) 

Y es el arco de cicloide x=t-sent , y=1-cost con ex — 
tremos en los puntos P(0,0) , Q(2X,0) 

El lector encontrará sin dificultad 1=-% . 
5 - INTEGRACION DE DIFERENCIALES EXACTOS (ver "Leccio- 

nes", Cap. XXI, n* 3). 
Estudiar si la siguiente forma diferencial lineal 
x(16 x?2 - 15 xy + 2) dx + (3y2 - 5x3) dy (1) 

es o no un diferencial exacto y, en caso afirmativo, calcu- 
lar su integral. 

Indiquemos brevemente con Xdx+ Y dy la forma (1) y observemos que X 


Y son funciones continuas, junto con sus derivadas primeras en todo el plano 
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2 EN 


É x 


Xy  . Se tiene IB = 
= 15 x2 quedando entonces satisfecha 
la condición necesaria para que (1) se- 
a un diferencial exacto; en este caso tal 
condición es también suficiente (ya que 
se verifica en todo el plano). 

Para el cálculo de la integral f(x, y) 
puede seguirse el método indicado en 
"Lecciones", Cap. XXI, n% 3, calcu - 


lando la integral curvilínea de la forma 


y 
P(5,7) 
pa 
R 
y=0 E 
o x 
Fig. 59 


(1) extendida a una poligonal de dos la- 


dos,paralelos al eje x yaleje y , respectivamente, que una un punto fijo, 


arbitrariamente elegido (por ej. el origen O) con un punto genérico P(£,n). 


Se obtiene, entonces, salvo una constante aditiva: 


£(5,7 y S X dx + Y dy = 
T(O, P) o 


atra] 5 0527] 
x=0 


5 n 
x(16x2 + 2) dx+ f (8y2-5 5%) dy = 
o 


=1 3 
245% 6% 9-55 
y=0 


con lo que la integral buscada toma la expresión 


fo,y) = at -5x By y 2 o 


(2) 


Se habría podido proceder de otro modo (sin hacer intervenir integrales curvi 


líneas) razonando como sigue; 


La integral buscada debe ser tal de satisfacer las dos ecuaciones 


£ -x(16x2 -15xy+2) , 


IL ay2 mb, (8). 


0x dy 
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De la primera puede obtenerse f efectuando una integración indefinida res- 
pecto de x (considerando y fijo). Con esto se obtiene f amenos de una 
cantidad constante, es decir, independiente de x ;tal cantidad puede 
sin embargo, depender de y , de modo que se obtiene f salvo una fun- 
ción (aditiva) arbitraria de la y . En nuestro caso se encuentra fá 
cilmente, 

Loc, y) = xt 5x0 y +24 p 0) A (4) 
quedando por determinar la «p(y) de modo que se verifique también la segun- 
da de las (3) .Es necesario admitir que la «(p(y) sea derivable; entonces, de 
la (4) se obtiene + = 5x4 Pi y, sustituyendo en la segunda de las 
(3) se ve que debe ser -5x3+ q) = 3y2-5x3 , osea, pu) = ay2., y 
sucesivamente, (y) = ya +c . Sustituyendo en (4) se obtiene nuevamente la 


(2) 


6 - Estudiar si la siguiente forma diferencial lineal 
(2x sen y + y? sen x) dx + (x2 cos y - 2y cos x) dy (1) 
es o no un diferencial exacto y, en caso afirmativo, calcu- 


lar su integral. 


Indicada la (1) con X dx + Y dy se tiene en todo el plano 


EN de 
dy = 2x COS y + 2ysenx , ax = 2x cos y + 2y sen x 


y entonces la forma es un diferencial exacto. Usando el primero o el segundo de 
los métodos expuestos en el ej. precedente, se encuentra que la integral de la 
(1) es 


x2 sen y - y? cos x +0 
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7 - Estudiar la integración de la forma diferencial lineal 
y(log L -1ax+x (og L+1)dy . (1) 
El problema de la integración de la forma (1) puede ser planteado en' un in- 
tervalo arbitrario A que no tenga puntos comunes con los ejes coordenados y 
que esté contenido en el 19 o enel 3%" cuadrante. 


Se verifica de inmediato que queda satisfecha la 2% = = 
y 


(1) es un diferencial exacto en A . Procediendo con uno de los dos métodos 


y entonces la 


vistos en el ej. 5 se encuentra que la integral de la (1) está dada por 
xy log + +0 
3 - Estudiar la integración de la forma diferencial lineal 


x 
2 


y x 
de d+ (E- 
(log y + z) +5 


xo + y x + y 


) dy . (1) 


El problema puede ser encarado en cualquier intervalo A contenido en el 


semiplano y>0 


dx ay 1 x? -y2 
A 
dy 9 Y q2+y2? 


rencial exacto en A  . Procediendo con uno cualquiera de los métodos vistos 


Se encuentra 


, Por lo que la (1) es un dife— 


en el ej. 5, se encuentra que su integral es; 
x 
x log y + arctg E e 


9 - Estudiar la integración de la forma diferencial lineal 
(2x2 + y2+ 2x2? ) dx + 2y(x + z) dy + (x2 + y2 + 2x2 2) de e (1) 
El problema de la integración de la (1) , que indicaremos brevemente con 
X dx + Y dy+ Z dz , puede ser encarado en todo el espacio. 


Se tiene 
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S7=H]—-=2x+ Mz 0», 


y entonces la (1) es un diferencial exacto. Para determinar su integral 


f(x,y,z) se puede calcular la integral z 


curvilínea de la (1) sobre una poligonal 
PE 5) 


de tres lados, paralelos ordenadamen — 
te aleje x ,aleje y yaleje z , 
que una un punto fijo, arbitrariamente e. 
legido (p. ej. el origen O ) con unpun 
to genérico P(5E,n ,5) .Se obtiene 
de tal modo, salvo una constante aditiva: Fig» 60 


E n E a 
KE.9,5)= | xox+Ydy+Zdz= | 3x2dx+ [1 dy+ f (ee + ¿lujaz= 
YO, P) 0 '0 0 


x-E y=" 2 2-5 2 2,2 
[+] +| ss] + ctenhars?a] =5 +92 (5%n ETS, 
x-0 y-0 z=0 
con lo que la integral buscada está expresada por 


E(x,y,2) = (+2) (02+ y2)+x222+0 (2) 


También se habría podido proceder de otro modo con un razonamiento análogo 
al hecho en el ej. 5, Se trata de determinar una fanción f(x,y,z) que satisfa— 


ga las tres ecuaciones 


ML 324 y? 2xz + 2x2? pl 


eS 242 
En 2y (x+Z) , E + y% + 2x 


E 
dy 


De la primera se obtiene, integrando respecto de Xx 


E 7) (4) 
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donde «p(y,Z) indica una función arbitraria solamente de las variables y y 
z 

EL2 


af Al E 
De la (4 K— my, UA A , Sustituyen= 
a (4) sigue ay y + dy dz de Y y 


do en la segunda y en la tercera de las (3) se obtiene 


A 65) 


De la primera de éstas resulta p(y,z)= y22+ y(2) , con y(G) fun- 
ción arbitraria de z . Sigue = = y? + y' (2) y, sustituyendo en la segun 
da de las (5) wy'(2)=0 ,osea, yp(z)=c .. Se tiene, entonces, 


q) = y? z+c ,conloquela (4) nos permite reencontrar la expresión 


(2) dela f(x,y,z) 
10 - Estudiar la integración de la forma diferencial lineal 


[ sen(x+y) -senx - sen 2] dx+ [ sen(x+y) -cos (y -2)] dy+ 


+ [ CO08XCOS 2 +COs(y -2)] dz 


El problema de la integración puede plantearse en todo el espacio. 
Como resultan dE. qe a Y. Ta : 32- q , la forma es un 
diferencial exacto. Su integral puede quedar determinada con el 1% oel 2% de 


los métodos expuestos en el ej. precedente y se encuentra 


f(x, y, 2) = -cos(x + y) + cos x sen Z - sen(y-Z) + c 


11 - Estudiar la integración de la forma diferencial lineal 
04 3x2 y —2xyz) dx + (3 224 3y22) dy + (-x2y4 y? 23) dz 


El problema de la integración se puede plantear en todo el espacio 
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Quedan satisfechas las e = , €tc., y entonces la forma es un dife — 
rencial exacto. 
Se verifica fácilmente que su integral es 
door, 


salvo una constante aditiva arbitraria. 


12 - Considérense nuevamenie los diferenciales exactos in— 
dicadosa en los ej. 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 y obténganse sus res — 
pectivas integrales mediante integraciones de dichas for — 
mas a lo largo del segmento (u otras curvas regulares, e— 
legidas a gusto) que une un punto fijo con un punto varía — 


ble. 


Refiriéndonos, por ejemplo, a la forma X dx + Y dy definida por la (1) del 
ej. 5 y considerando el segmento s que une el orígen con el punto genérico 
P(E,N ) Louyas ecuaciones son x= Et , y=v9t , 0<t<l 7setie- 
ne, salvo una constante aditiva arbitraria 


(6.0) =] Xdx «Ydy=) ler (165%t?-15Ent?+2)- Edt +(3n*e*-56%e*)o mdt)= 
.(0,P) o 


8 EN ost? 


13 - Estudiar la integración de las siguientes formas dife — 


renciales lineales: 


dx EA x 
HAS a Ns 
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dx+dy _¿X+Y q e) 
¿2 3 > 


Xx? cos y + yz cos z xo sen y +2 cos z x? cos y-yz" sen z 
—— E o (Y a 


z dz 


x2z xz xz 
167] 
14 - Dada la forma diferencial lineal 

[ y6) -y cos x] dx + [ x cos y - pa)] dy la a) 
determinar las funciones (Xx) , y) de modo que la for- 
ma resulte un diferencial exacto (en todo el plano xXy)y 
que se tenga p(0)=0 , q'(0) = 0 » Y(0)=0 .Dar, además, la 

expresión de la integral de la forma así obtenida. 
La condición necesaria (y, en este caso, también suficiente) para que la (1) 


sea integrable es que resulte idénticamente 


+ [ y -y cos x ] - H[ xcos y - peo] 


vale decir, 
que) - COS X=C08S y - Y'(y) 

Esta identidad entre una función de solamente la x y una función de sola — 
mente la y es posible en el único caso que ambos miembros sean constantes 
Debe, entonces, existir una constante c tal de resultar 

P'(x) - cos x= cos y - Y'(y)=cC 
de donde 

QP(x) = cos x +0 A y'(5) = cos y -e 
y, sucesivamente, 


a) = senx+cx+a $ Y (7) = sen y -cy +b pr 
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con a,b «custantes arbitrarias. 
Las condiciones Pé) = p'(0)=0 , y(0) = 0 dan, después, a2a=0 á 
b=0 , c=-1 por loque, en definitiva se tiene 
Pix) = sen x -x E Y (y) = sen y + y , 
con lo que la (1) resulta 
(y + sen y - y cos x) dx + (x - sen x+xcos y) dy A a) 
Tras esto, con los métodos habituales, es fácil establecer que la integral de 
la (1 es 
Xy + Xx sen y -y senx+k o 
con k constante arbitraria (*) 
15 - INTEGRALES CURVILINEAS DE FUNCIONES (ver "Leccio — 
nes", Cap. XXI, n* 6) 


Calcular la integral curvilínea 


f (c+ y - 1) de , 
Y(P,Q) 


donde Y denota el cuarto de circunferencia definido por 
x24 y2=1 y, X>30 , y>0 ; P es el punto (0,1) , Q el pun 
to (1,0) y el arco s se supone contado positivamente en 
el sentido antihorario. 

Introduciendo como parámetro sobre Y la anomalía $ seobtienen las 
«ecuaciones paramétricas x=cos Pp , y=senp ;por otra parte se tiene 
ds - +dp (porque s es función creciente de E ) mientras el punto P 
corresponde a p = z , elpunto Q a Q=0 . La integral buscada es 
entonces igual a 


(*) Otros ejercicios pueden verse en Cap. XXIV, ej. 12, 13. 


129 XXI - 16 


0 o 
- “ sá E ==. L 
f,0 q +senp -1)dp [ sen -cosp 9] Y 2+ Z 


16 - Calcular la integral curvilínea 


1 (2 + y2+ 22) de 
YP,Q) 

donde Y es aquel arco de hélice circular x=rcost , y=rsent , 2= 
=kt que tíene por extremos los puntos P(r,0,0) , Q(-r,0,kT ) 
y el arco s se supone contado positivamente en el sentido 


de las t crecientes. 


Se tiene ds =+ V r2+k2 dl , mientras los puntos P,Q corresponden a 


t=0 , t=3Jl  , respectivamente. Se deduce 
ES x 
I- NESTS dt= vam pue] 


=89 Vr +k2 (124 n?k? 


1 
cul ) 


17 - Calcular la integral curvilínea 1- f xds donde. Y es 
Y 


(0, A) 
4 5 2 2 
la semicircunferencia definida por x +y -2ry=0 , x>30  ; 
los puntos O,A tienen las coordenadas (0,0) , (0,2r) y el 


arco s se supone contado positivamente en el sentido hora- 
rio 

Eligiendo como parámetro sobre Y la anomalía P , se deducen para Y 
las ecuaciones paramétricas x= r sen 2p » y=?2r sen? , correspon — 
diendo O a Q=0 mientrasque A a Q= - . Después se tiene ds = 


=-2rdp (yaque s es función decreciente de P  ) y, en consecuencia, 


(Ya 
1=-| rsen2p- 2rdp=....=-212 
0 
18 - FORMULAS DE GREEN EN EL PLANO Y APLICACIONES, 
(ver "Lecciones", Cap. XXI, n%5 4 y sigs.) 
Calcular el área del dominio T encerrado por la curva 


de ecuación 


2 2 
S-2 Lcosa + E - senta , 
a ab 
donde a,b,a son constantes (2>0 , b>0 , 0O<a<xn ) 


La curva es una elipse con centro en el origen O y puede representarse por 
las ecuaciones paramétricas 
x=acost 5 y=bcos (t-a) dj (o<t<2n) . 
Mientras t crecede 0 a 231 ,elpunto P(x,y) describe la elipse en 


sentido antihorario, puesto que el coeficiente angular de la recta OP vale 


b cos (t-a)_ 
x a cos t o 


(cos a + sen a tg t) 


y, en consecuencia (siendo sena >0 ), es función creciente de t 


El área buscada viene dada por 


21 
+ ¿ (x dy -y dx)= + j [Facost -«bsen(t-a)+bcos(t- a) - asent] dt = 
+ FT 0 


21 
| sen [ t-(t- a)] dt= habsena 21 = Nabsena 
A E 


19 - Calcular los momentos de inercia del dominio T res - 
pecto de los ejes coordenados, suponiéndolo homogéneo con 


densidad unitaria. 
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Se trata de calcular las dos integrales dobles 


y = Sf ye dx dy ; n= Sí x? dx dy ; 
T T 


que, por las fórmulas de Green, son respectivamente iguales a las dos integra- 


les curvilíneas 


1-f xy? dy A 13-- x?y dx 
+ FT + FT 


y se tiene entonces, usando las ecuaciones paramétricas del ejercicio preceden- 


te 


21 
in = j a cost * b? cos? (t-a)- [ -bsen(t- a) dt] =,,.= - n ab sen A 
0 


21 
1=-f a2cos?t - beos(t-a) - [ -asentat ] 2... xa? h sen a 
0 


20 - Dada la elipse de ecuaciones paramétricas x=acos p, 
y=bsenp , (a>b) expresar el área del segmento elfptico 
que tiene la base PP! normal al eje focal, en función de la 
anomalía excéntrica del punto P . 


Llamando $8 (con 0<8<1x) ala anomalía excéntrica de P (véase fig. 


61) se tiene 


áreas=-E (dy =y dx) = E (dy -y dx) + L (x dy-y dx) = 
+ FS arco PP segmento PP* 
8 -hsen6 
1 e 
dea e o e ec ¿dns Salir acos Bdy = 


4 sen € 
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Fig. 6l 


-abo-acosó - 2bsenó=ab (6 - cos 6 sen 6) 


21 - Calcular el árez del dominio T encerrado por la curva 


de ecuaciones paramétricas x=cost(l+sent) , y=1+sent 
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Se reconoce sin dificultad que la curva tiene un comportamiento como el des - 


cripto en la fig. 62. Después se obtiene 


L 
2 


Área T = (x dy - y dx) = 


+ FT 


2n 
- + [cos t(1 +sent) cost - (1+ sent) (-sent+cos?t-sen%t) ] dt = 
0 


1 21 21 
= E (sent+ 2sen?t+ sen? t) dt= sen?tdt= 5 
0 0 


22 - Determinar el baricentro del dominio T considerado 
en el ejercicio precedente, supuesto homogéneo. 


La ordenada del baricentro está dada por 


1 á 
= ydxdy== | xydy= 
n área T ¡/ 1 f. FT 


fo cost (1+sent) - (1+ sent) - costdt= 


5 jo (2008 t+ 2008?tsent=costtdt=.... = 


23 - Calcular el área del lazo formado por la curva de ecua- 


ción x3+y3-axy=0 (Folium de Descartes) 


Cortando la curva con una recta variable y=tx que parta del origen, se ob 


tienen inmediatamente, para dicha curva, las ecuaciones paramétricas 


at at 


(1 
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y en base a éstas es fácil obtener y 

la gráfica de la fig. 63. En virtud 

de la simetría respecto de la recta o 
x = y ,el área buscada es el do— sá 
ble de la del dominio T rayado en 
la figura”, La frontera de T se 
compone del arco Y L que tiene 
las (1) por ecuaciones y queda 
descripto positivamente cuando it cre 
ce de ( a 17 y de un segmento 


S (a lo largo del cual se tiene y= 


=x con el parámetro x disminuyen 


do de + hasta 0 ). 
Por lo tanto el área buscada vale 
Fig. 63 
2áreaT=2: L | (xdy -ydx)= (dy -ydx)+ (x dy -y dx) = 
+FT T(O, A) S(A, 0) 
1 3 2 3 0 
1(2-t - 
-S y es RT fexde Leda 
o bird (1+t%)2 1449 (14t3) a/2 
2 fe at UN 1 + t”) a 
=2 = as) a 
o y? (1+13)2 6 


24 - Obténganse nuevamente los resultados hallados en los 
ej. 39, 41, 43, 45, 46 del Vol. I, Cap. IX y del ej. 13 de Vol. 1, 


(*) Toda la frontera del lazo queda recorrida si se hace variar t en [ 0, +00]. Como no hemos todavía 
considerado integrales extendidas a intervalos fiimitados, nos referiremos solamente a la mitad del lazo. 
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Cap. XIX expresando las íreas de los dominios planos allí 
considerados por medio de integrales curvilíneas sobre las 


respectivas fronteras. 


25 - Obténganse nuevamente los resultados de los ej. 11, 12, 
13, 17, 18, y 23 de este capítulo, transformando las integra — 
les dobles allí consideradas en integrales curvilíneas so — 
bre las fronteras de los dominios de integración respecti- 


vOS. 


26-Sea T un dominio regular del plano xy y Poo Yo) un 
punto arbitrariamente fijado interior o exterior a T .Lla- 
mando P(x,y) a un punto variable del plano e indicando con 
r tanto a lasemirrecta p,P como a la distancia PP , de— 
mostrar que se tiene 

AN =0 si P, esexteriora T 

Lu 


s (1) 
y es interior de 'T 


AL 


donde n designa a la normal externa UM 


é ad ERTES 2 dar_* 7% 
Obsérvese que de la r= (9) + (Y 3)" sigue == % 
dx r 
dr > 
La y, en consecuencia, 
dy r 


(*) El lector <e convencerá fácilmente de que la expresión ds da la medida en radianes, con signo 


oportuno, del ángulo dp bajo el cual se ve, desde P, ,elelemento ds de FT. Teniendo esto 
en cuenta, la (1) queda, intuitivamente, justificada sin dificultad. 
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Dogr  *”X dlogr _ Y7% a 
e dy. 28 : 
Par otra parte los cosenos directores de la semirecta e PSP valen 
Xx -Xo y -% 
, —— y entonces se tiene 
r 
A A A A de E si “Y Ñ 
(08 TN= COS XT COS XN +C08 yT 008 yn = C0S Xn + cos yn Fl (3) 


De (2) y (3) sigue 


cosrh XX A YY a 3logr A  dlogr A 
—— —— (08XN+ cosyn= cosxn+ cos yn 

Y r2 E 

por lo que puede escribirse 
cos ÉA dlogr log r 
A A 
E ds = ( E cosxn+ y cos yn) ds (4) 
+FT + FT 


Tras esto supongamos, primeramente, Po exteriora T . Cuando P va 
ríaen T ,ladistancia r semantiene siempre positiva y la función log r 
resulta continua en T junto con sus derivadas parciales (de cualquier orden) . 
Entonces es posible transformar la integral curvilínea (4) en una integral do — 


ble mediante las fórmulas de Green y escribir 


A 
E 221 
f 222 ás - Sí ca e ) dx dy ; 
+FT Ey ox dy 


2 2 
pero, como inmediatamente se verifica, es Ha + 2er. 0 
ox dy 


si- 


guiendo la tesis. 
Supongamos ahora Po interior a T 
La distancia r se anula cuando el punto P , variable en T , coincide 


con P¿ yentonces la función log r y sus derivadas tienen una singularidad 
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en Py . No resulta así posible apli — 
car las fórmulas de Green a la integral 
(4). 

Pero observemos que, siendo Po in 
teriora  'T , existe un círculo C 


con centro en Py, totalmente inte — 


riora T que, privando a T de los 


puntos interiores de C— , «se obtiene 


Fig. 64 


un nuevo dominio 'T' (cuya frontera 
está constituida por FT y FC ¡véase fig. 64) en el que logr es conti - 
nua junto con sus derivadas. Pueden entonces aplicarse en T' las fórmulas 


de Green y se tiene, como antes, 


cos Th al 21 
j ds = ff. LH A ana ; 
UN mi ay 


pero  FT' secompone de FT , recorrida en sentido positivo y de FC, 


recorrida en sentido negativo, con lo que la relación anterior se transforma en 


cos rn OS TI 
| Eu [ mu o 
+FT -$C 


Llamando 9 al radiode C  yobservando que cuando el punto P des — 


A 


eribe FC setiene rmn= Mí , r= 9 se deduce que 
A 
: (e) 
j O IR A 
-FO 5 J-*c 7 


de modo que, de la (5) , sigue la tesis. 


(*) Nótese que sobre FC elarco s hasido tomado positivamente según el sentido de - FC . 
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27 - Sean X(X,y) , Y(Gx,y) dos funciones continuas junto con 
sus derivadas parciales primeras en todo el plano xy .De- 
terminar las condiciones necesarias y suficientes que de-= 
ben satisfacer estás dos funciones para que, llamando T a 


un dominio regular arbitrario, la integral curvilínea 


f X+ a, y+B) dx + Ya, y+ P) dy a) 
+FT 


tenga un valor independiente de a, B (dependiente sólo de 
O E 


Por la fórmula de Green la integral (1) es igual a 


ff [x,+a, y+B)-Xy00+ a, y+8) ] dx dy - ff Fax+a, y+B)axdy, 
yy pe 


donde se ha puesto 
F(x,y) = Y, (4,y) - Xy (X,y) (2) 
La condición buscada puede entonces expresarse diciendo que 


F(+a,y+f)-F0y) dxdy=0 16) 


cualesquiera sean a, Pp, T. 


El hecho que la (3) valga cuaiquiera sea T puede verificarse sólo si 
la función a integrar es idénticamente nula, por lo que la condición buscada es 
que sea Fix+a,y+B)= F(x,y) cualesquiera sean a, f , vale decir, 
que la F(x,y) sea constante (=2c) 


Recordando la (2) se ve que pe -X, =2c , o también, 
El o. 
ay 0 5 


por lo tanto la forma diferencial lineal  (X + cy) dx + (Y - cx) dy es un diferen 
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. of of 
cial exacto y existe una función f(x, y) tal que E X+cy , y = Y-cx. 
y 
La conclusión es, entonces: la condición buscada es que ambas funciones X, Y 


sean del siguiente tipo 


pe? 2 
o Oy i Y = pa 


Resulta también que, en tal caso, la integral (1) es igual a 2c - área T 
28 - Considérense nuevamente ¡os diferenciales exactos 
X y 
y(log 37 - 1) dx + x (log 7 + 1) dy (1) 


x(16 x2 - 15 xy + 2) dx + (8y2 - 5x%) dy (2) 
ya estudiados en los ej, 7 y 5 , respectivamente, de este 
capítulo, y obténganse sus integrales sin efectuar cuadra - 
turas, 

Si en la (1) hacemos X= y(log ES == 4 Ye xlog E + 1) seveque la 
X yla Y son funciones homogéneas de 1% grado pudiéndose, entonces, a- 
plicar el teor. III expuesto en "Lecciones", Cap. XXII, n? 5; se obtiene así la 
integral 


1 
| x: yaog E -1)+y -x008 L+1)] +0=xy 108 L-+ 0 


En lo que se refiere a la (2) basta observar que resulta de la suma de tres 


formas diferenciales 


x(16x? 15 xy) dx -5x% dy — con los coeficientes homogéneos de 3% grado 
2 dx "noo " " " poo.” 
3y2 dy ”on " ” ” 20 $" 


Estas tres formes tienen las integrales respectivas: 
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1 
=[* -«c16x? - 15%y) + y - (5x3) ] 
Ex: 7 
SS 
1 2 
Y “ay 
que, sumadas, vuelven a dar la integral antes calculada; 


fo,y) = at yr tre 
29 -Considérense las formas diferenciales lineales 


(1) 


(2) 


y determínese la posibilidad de integrarlas. En caso afir— 
mativo calcúlense tales integrales. 

En la (1) la X yla Y son funciones homogéneas de grado = que ve- 
rifican la condición de integrabilidad Xy = Y, . Puede entonces encontrarse y 


na función que tenga por diferencial total la (1) ; se tratará de 


e 1 Bx+y 
11, y)=0+ ás =p 
+ 


De modo análogo siendo enla (2) X e Y funciones homogéneas de grado -2 


que verifican la condición Xy , se obtendrá 


fíx,y)=0 | Xx 


30 - Estudiar la integración ae la forma diferencial lineal 


x+y 


dy S a) 


x24 y? 
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El problema de la integración de la forma (1) puede plantearse en cualquier 
campo A que excluya el origen. Se tiene 


IX Y  2y2-x+y)? 


quedando, por lo tanto, satisfecha la condición necesaria de integrabilidad. 
Entonces, si el campo fijado A es simplemente conexo (o contenido en uno 
A! simplemente conexo que no contenga el origen), la (1) es integrable en A 
y, usando uno de los métodos vistos en el ej. 5) se encuentra para su integral 
la expresión 
10c,y)= E logre? + y? + arotg Lo, 0) 
en la que, sin embargo, es necesario precisar el significado de arctg z si 
se quiere que la f(x, y) resulte, en todos los casos, continua en A 
En efecto; con la determinación habitual del arco tangente (entre - Í- y 
+ ) no se obtiene la continuidad de f cuando A contenga puntos del eje y 
ya que, para x—0 (con y fijo), la función arctg - tiene límite a la de - 
recha (=1 = según sea y 20 ) distinto del límite a la izquierda E ) 
Conviene elegir, para arctg z el valor comprendido entre 0 y z si el 
punto  (x,y) cae en el primer cuadrante, el comprendido entre S y N si 
(x, y) cae en el segundo cuadrante, etc., etc., o sea, identificar arctg = 
con la anomalía p (0 <p <2X) del punto (x,y) . En otros términos, con 
viene escribir la (2) por medio de las coordenadas polares 9.2 y decir que 
la integral de la forma es 
f=108 p +p+e ; 6) 


(*) Nótese que no es aplicable el método usado en los dos ejercicios precedentes pues, si bien X e Y , 
son funciones homogéneas, el grado de homogeneidad es —1 . 
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con lo que la función f es continua en A  (simpiemente conexo que no con- 
tenga el origen, es decir, que "no gira" alrededor del origen). 

Pero si A noes simplemente conexo, es decir, si "gira" alrededor del o— 
rigen, ya no queda dicho que la forma sea un diferencial exacto en A . Y, e- 
fectivamente, no lo es porque su eventual integral no puede ser sino la propor- 
cionada por (3) ; pero queda claro que, de cualquier modo se fije la determina- 
ción de «P ,nose logra más obtener una función continua en todo A ;mjen- 
tras que, dejando la libertad a « de variar con continuidad, lo que ya no se 
obtiene es una función uniforme. 

Que la (1) no sea un diferencial exacto en un campo que "gire"! alrededor del 
origen queda además confirmado por el hecho (que dejamos al lector que lo ve— 
rifique) que la integral curvilínea de la (1) , extendida a una circunferencia 


con centro en el origen, recorrida en sentido positivo, no vale cero, sino 231. 
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CAPITULO XXIV 
Integrales superficiales 


1- INTEGRALES SUPERFICIALES DE FUNCIONES Y DE FOR 
MAS DIFERENCIALES BILINEALES (ver "Lecciones", Capítulo 
XXIV, n% 1, 2.) 

Calcular la integral superficial de la función x24y24z? so 
bre la parte S de la superficie cónica 22=x2+y2 que está 
comprendida entre los planos z=0 y z=1 

La S puede representarse con las ecuaciones paramétricas x=zcosp , 


y=2senp , 2=z coneldominio base A (U<Pp <2% , 0<Z<1) 


La matriz jacobiana es 


-2senp 7. C08 p 0 
cos p sen Y 1 
teniéndose, en consecuencia, E=22% , F=0 , G=2 , V EG =F? = 
=2 . Sigue 
|» +y2+ 22) do = ff (2 coso +22 sento + ala da = 
A 


s 
1 21 
= EX 3 de dp = 1 
0 0 


2 2 
2- Calcular la integral superficial de la función a so 
2r 
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bre la semiesfera x2+y2+22=r2 , y>0 

Tal semiesfera S puede representarse con las ecuaciones paramétricas x= 
=rsen8cosp , y=rsenf8senp ,z=rcos8 ,coneldominio base A 


2. y? sen ,se 


(020 <xHN , 0<PS<ITN) . Puesto que resulta EG 


x24 y2 2 sen? e 2 
— do = —— 1? seno de dp = 
Ss A 


Us eS 
po 3 e 7 3 
a f dp / sen' 9d0= 3% Tr 


3 - Calcular la integral superficial de la función 


1 


f(x, y,2)= 
a xd -x1 -22) + y2 - 22 
sobre la parte S del paraboloide hiperbólico z=xy que se 


proyecta sobre el plano xy en el segmento circulár C de- 


finido por x2+y2g1 ESE SS 


ml 
Refiriendo S alos parámetros x,y setiene dO = v 1+x2 + y2 dx dy y 


entonces 


4 - Determinar el baricentro de una superficie semiesférica 


homogénea. 
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Refiriéndonos a la semiesfera S(x2+y2+272=r2 , z>0) , el baricen — 


tro se encuentra sobre el eje z ylacota E viene dada por' 
f z do 
¡de e ES z f zdo 
2 s 


Utilizando las ecuaciones paramétricas ya consideradas en el ej, 2 , con el 


dominio base A (0<8 <E » 0% $ <2X) se encuentra 


pa Sí r cos 0 + 12 sen 9 48 de = 
2anr? A 


21 Ya 
- e dp cos 6 senéde=...= 
0 o a 


5 - Calcular el potencial del campo newtoniano creado por 
una superficie esférica homogónea. 

Retiriéndonos a la superficie esférica S(x2+ y2+22= 1?) ,el potencial en 
un punto Q. depende solamente, por E 
razones de simetría, de la distancia de 
Q alcentro O dela esfera, Pode — 
mos entonces suponer Q sobre el se- 
mieje positivo z (fig. 65). Haciendo 
09 = 9 y refiriendo la esfera a la co- 


latitud 0 yalalongitud «p ,conel 


dominio base A (0<9%<M , 0<p< 


< 21.) se encuentra que la distancia 


de Q al punto genérico P dela es- 


fera vale Vr cos 8 Por 


Fig. 65 


lo tanto, llamando pa la densidad 
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superficial (constante), se obtiene como potencial V(Q) = v(9): 


r? sen 6 d0dp 
v69) ÁÑÚ ===" 
249 2-2r 9 cos 0 
21 Y 
2 sen $ de 
= pr de z - 
Ve + 9 2r 9 cos 0 
o , 


" 
o 


E a . 2 r 
pt Pares] > > [ ep ep ] 


, si ? >r ,oseasi Q esexteriora S , 
MEZ 
=4n pr si g<r ,Oseasi Q esinteriora S 

Si se observa que 4xN p r2 es la masa total de S , Se ve que, haciael ex 
terior S actúa como sí toda la masa estuviera concentrada en el centro, mien- 
tras que para el interior el potencial es constante (o sea el campo es nulo). 
6 - Determinar el empuje hidrostático sobre una determina- 
da parte de una pared de un recipiente lleno de líquido. 

Tomemos el plano xy sobre la superficie libre (horizontal) del líquido y el 
eje z vertical, orientado hacia abajo. Considerada una parte S de pared al 
canzada por el líquido, el empuje sobre un elemento d O” que rodee al punto 
P(x,y,z) de S está orientado como la normal externa n de S ytiene una 
intensidad igual al peso de una columna de líquido que tenga d0O por base y z 
por altura (es decir, igual a pz do si peselpeso específico del líqui- 


do). Las componentes sobre los ejes coordenados de tal empuje elemental son , 
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A A 
entonces, pzcosxndo , ¡pzcosyndo » Zcos Za do » mientras 


que las del empuje total están expresadas por 


X= .f zcosxndo . Y= tf see ñ ao y Z= .f 
s Ss Ss 


cos íh do .(1) 


Obsérvese que, llamando A ala proyección ortogonal de S sobre el pla- 


no Xy , puede escribirse 


2-4 /) z dx dy 
lA 


por lo que, recordando la fórmula del vo 
lumen de un cilindroide, se ve que VA 
no es sino el peso del líquido que está so 
bre S 

Considérese, por ejemplo, un reci — 
piente que tenga la forma de un semico- 
no circular recto, de radio r yaltu- 
ra h  (verfig. 66), lleno de líquido, y 


se desea calcular el empuje sobre la par 


te cónica S de la pared. Por razones 


Fig. 66 


de simetría resulta X=0 mientras, 


por la observación precedente, se tiene sin más, Z= a nr2h p 


Queda por calcular 


sp z cos yn dO = , |] z dz dx 3 
s AE 


donde T esel triángulo ABC dela figura. Por lo tanto 
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h ri-+ h 
Y=p]| zaz dx =2rp 2 da tp a 
0 (1-4 0 
7 - Calcular la integral superficial 
/ (< dy de + y de dx + z dx dy) (1) 
+S 


donde S es la parte de hiperboloide de rotación 


E 1 que está comprendida entre los planos =0 y 2=b, 
considerándose como parte positiva aquella desde la que se 
observa el eje de rotación. 

Puede adoptarse para S la representación paramétrica 


x=a cosht cos p » y=acoshtsenp , zZ=bsenmht 


con el dominio base A (0 <t<gargsenh1 , 0<<21) . La matriz ja 


cobiana es 
a senh t cos p a senh t sen p b cosh t 
-a cosh t sen p a cosh t cos p y 


y sus tres menores tienen los valores 
L= -ab cosh?t cos Y, M=-ah cosh?t snp, N=a2cosht senh t 
Teniendo en cuenta cómo se ha orientado, S , se ve que para la normal po - 
sitiva n se tiene cos zh 30 :porotra parte es N>0 y entonces los 
tres cosenos directores de n tienen los mismos signos de L,M,N .Si-= 


gue que la integral (1) es igual a 


+ JJ (XL + yM + zN) dt dep = -a?b ff cosht dt dp = 
A A 
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2x arg senh 1 
= -a2b dp cosht dt=-2 1 a2b 
0 0 


8 - Calcular la integral superficial 


j [ (1 -x) ay dz + (1 -y) dz dx + (1-2) ax ay ] ln 
+8 


donde S es la parte de paraboloide de rotación z=x24 y? 


que se proyecta sobre el plano xy en el círculo C(x2+y? < 1) 
y se considera como página positiva la que mira hacia las 
z positivas, 

Los cosenos directores de la normal positiva n son proporcionales a 2x, 
2y , -1 ¡además es, evidentemente, cos 2h > 0 y entonces tales cosenos 
tienen los signos de -2x , -2y , 1 . Se deduce que la integral (1) es i¡— 


gual a 


ff [0-9 29+ (1-9) (-2y)+1-x2-y2] ax dy = 
[o] 


= ff (1 -2x -2y+x2+ y?) dx dy 
c 


Usando las coordenadas polares se encuentra de inmediato el valor e Ma 


3- TEOREMA DE STOKES Y APLICACIONES (ver "Lecciones"Cap. 
XXIV, n% 3,4) 


Considérese la integral curvilínea 


f (a 042%) a+ o + 2%) dy + e (a + y) 2 ] (1) 
+Y 


donde Y es la poligonal simple y cerrada OABCDEO de la 
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fig. 67 con el sentido positivo allí indicado. Transfórmese 
la integral (1) en una integral 
superficial sobre la superfi— 
cie S constituida por los dos 
triángulos rn. T, y por. el 
rectángulo R de la figura. 


Calcúlense luego las dos in - 


tegrales y verifíquese su i — 


gualdad. 
E — 
La poligonal Y esel borde de la Y, Y y 
CELO 
superficie considerada S ;al sentido il 1041 
“A(10,0) —” B(1,1,0) 
positivo fijado sobre Y corresponde, 
según una regla conocida, la página po- 
sitiva de S indicada en la figura. Por Fig. 67 
lo tanto, una aplicación inmediata del teorema de Stokes transforma (1) en 
3 f [ tey2-b22) dy dz+ (az? -cx?) dz dx+ (bx2-ay?) dx ay] y (2) 
+8 


Sin dificultad el lector encontrará que las contribuciones de los lados OA , 
AB, BC, CD, DE, EO envla integral curvilínea (1) valen 0, b , 
2c , -2 -a , 0 , respectivamente, por lo que dicha integral vale 2c - 
-a-b 

Para la integral (2) se encontrará que las caras T a Bio: Ta de S con 
tribuyen con los valores 4 fb-a , _2e ES + (a-3b) , respec - 


tivamente y en consecuencia..... 
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10 - Estúdiese si es o no posible transformar, mediante el 
teorema de Stokes, una integral superficial dada en una in- 
tegral curvilínea. 


Consideremos la integral superficial 
f M(x, y, 2) dy da + N(x, y, 2) de dx + P(x, y,z) dx dy, (1) 
+S 


donde S es una superficie regular abierta y BS su borde, Supongamos pox 
simplicidad que las funciones M,N,P sean continuas junto con sus derivadas 
primeras en todo el espacio, Para aplicar la fórmula de Stokes a (1) resulta ob 
vía la necesidad de conocer, antes que nada, tres funciones X, Y, Z (con — 


tinuas con sus derivadas primeras “ segundas mixtas) tales de tenerse 


az _ Y. EA 
dy dz IM $ dz 9x O dx dy e (2 


En general estas tres funciones no existen, ya que de la (2) resulta comocon 


secuencia que debe verificarse 


93M 3N_ AP 
A 
dx dy dz 


(3) 


y ésta es una condición necesaria para que las (2) admitan soluciones. En 
las hipótesis planteadas, ésta es también suficiente y todas las soluciones 


de (2) están dadas por las fórmulas 


> y EJ 
x-/ N(x,y, 5 ) di ll PO pa. 
zo o 
2 
ya / MQx,y, 5) 45 + PE , a) 
Zo 
ca 
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donde f es una función arbitraria (continua junto con las derivadas que sean 
necesarias) (9) . Dejamos para el lector probar esta afirmación. 

En conclusión, puede aplicarse a la integral (1) el teorema de Stokes sólo 
cuando se verifica la (3) , en ese caso la aplicación puede hacerse de infinitos 


modos distintos, adoptando para X, Y, Z funciones del tipo (4) 


11 - Siendo S la semiesfera x2+y2+22=1 , z>0 ,considé 
rese como positiva la página que mira al origen. Calcúle - 


se la integral superficial 


J [6124 y2 +2) ay dz+ (x? 6xy) dz dx+3(:2+ y?) dx dy ] a) 
+8 


transformándola en una integral curvilínea sobre la circun- 
ferencia x24 y2= 1. , z=0 ,que constituye el borde de S . 
Teniendo en cuenta el ej. precedente, se ve que la transformación es posible 


y que la integral (1) es igual a la integral curvilínea 
Joe. —6xyz -3x2 y -y3) de -(3x224y2z4 +a2 ay] 2 


extendida sobre la citada circunferencia, recorrida en sentido horario .U= 
sando para esta última la representación paramétrica habitual x=cost , y= 


= sent z=0 , se encontrará para la integral (2) la expresión 


21 
- f (-3 cos? t sen t - senó t) (- señ t) dt 
0 


(*) Si introducimos los vectores Ts (M,N,P) las (2) equivalen únicamente. a la ecua — 
ción rot ,con como incógnita, la que tiene solución sólo si div Y=0 .Enestecaso las 
soluciones Y son infinitas y quedan determinadas a menos de grad f .Esto es natural ya que, cualquie— 
rasea f resulta rotgradf=0 
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llegándose a la conclusion que la integral (1) tiene el valor - = 


Verifíquese el resultado calculando directamente la integral superficial. 


12 - Considérense nuevamente las formas diferenciales line- 
ales 
(+ 3x2 y —2xy2) da+ (0 2 2+ 3322) dy + (2x2 y+y3 2) dz o, (1) 


(x2+y2+ 2xz + 2x22) de + 2y(x+ 2) dy+ (12+y2+2x2z) da , (2) 


ya estudiadas en los ejercicios 11 y 9 del Cap. anterior y 


obténganse las integrales sin efectuar cuadraturas. 


Ya sabemos que (1) y (2) son diferenciales exactos. En (1) los coeficien - 
tes son funciones homogéneas de 3% grado y entonces /"ver "Lecciones" Cap. 


XXIV, n% 4 7 la integral de la forma queda dada por 
+ [0 +3x2y-2xy2)e y 00 22 9320) +2(2y+ y? =23)] - 


et 2h 4x3 y -x2 ya + yz 


salvo una constante aditiva arbitraria. 


Para la (2) puede observarse que la misma es suma de las dos formas 
(32 + y? + 2x2) dx + 2y(x +2) dy + (2 +y2) dz ' 


2xz2 dx + 2x2z dz, 


ger 


cuyos coeficientes son funciones homogéneas de 29 grado respectiva — 


mente y tienen por integrales a 
Y [0012 + y? 22) + y 0 ayas a) m0 + y) ] A 


Pl[x atra m2] 
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por lo que, sumando, se obtiene para la (2) la integral: 
l0x,y,2)= (+2) (+ y%)+x222+0 o, 


ya encontrada en el Cap, XXI . 


13 - Estudiar la integración de la siguiente forma diferen — 


cial lineal: 


dx + dy lá X+Y dz 
22 zi 


Procédase como en el ej, anterior. 


14 - FORMULAS DE GREEN EN EL ESPACIO Y APLICACIO- 
NES (ver "Lecciones", Cap. XXIV, n% 5) . 


Calcular la siguiente integral superficial 


/ (7 dy da + y? da dx + 2% dx dy), 
+8 


donde S es la superficie esférica x24 y2+ 22 = y? (sobre la 
que se considera como positiva la página exterior) transfor 
mándola en una integral triple con las fórmulas de Green. 


Llamando T al dominio encerrado por S se tiene 


J (x% dy dz + y? dz dx +23 dx dy) = Mi (8x2+3y2+322) dx dy dz , 
+8 T 


tras lo que, mediante un pasaje a coordenadas polares en el espacio, se encuen- 
A 12 5 
tra fácilmente el resultado E. IEA 


15 - El mismo problema del ej. precedente para la integral 


superficial 
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j 22 (12 + y? do E (1) 
Ss 


En un punto (x,y,z) de S los cosenos directores de la normal interna D; 


son iguales a - Ed ii = Z aa SS y entonces la integral (1) puede tam- 


bién escribirse 


fut) rcosZh¡d0 =r / (x2+ y? dx dy dz=.. 
Ss 7 


16-Sea T un dominio regular del espacio xyz , mientras 


que Py Ao» Yo 20) indica un punto arbitrariamente fijado, in- 
terior o exteriora T , Llamando P(x,y,z) a un punto va - 


riable del espacio y r tanto a la semirrecta PP como a la 


distancia y? , demostrar que resulta 
Gon =0 si Po es exteriora T S 
— > do a) 
sr 5 =4n si P, esinteriorde T , 


donde n representa la normal interna 

Este teorema es el análogo, en el espacio, al ya enunciado para el plano en el 
ej. 25 del Cap. XXIIl y se demuestra, con un procedimiento similar al utilizado 
en tal ejercicio considerando, en cambio, = en lugar de log r 

Es decir, se establece la fórmula 


al al al 
E T 


A A 
cos yn - cos zn 


A 
cos Xn - 


r?2 dx 


y, sucesivamente, se aplican a la integral (1) las fórmulas de Green en el es- 


A Os 
A E 
dx ay az 


pacio, teniendo después en cuenta que 
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En el caso en que Pg sea interiorde T las fórmulas de Green se aplican 
en el dominio 'T' obtenido privando a T delos puntos interiores de una es- 
fera de centro Pp + interior de T ,.etc., etc. 


A 
Sos 2 ds representa el ángulo sólido 


El lector verá después que 
duw bajo el que se observa, desde Po , un elemento de superficie dO de 
FT  , pudiendo así dar una justificación intuitiva de la (1) . Recordemos que 
dw es el área de aquella parte de la esfera de centro Po y radio 1 queso 


bre dicha esfera, es interceptada por el cono que de P proyecta d0 5 


17 - Sean X(x,y,Z2) , Y(X,y,2) , Z(x,y,z) tres funciones conti- 
nuas junto con sus derivadas parciales primeras en todo el 
espacio xyz . Determinar la condición necesaria y suficien 
te que deben satisfacer estas tres funciones para que, sien 
do T un dominio regular arbitrario, la integral superfi — 


cial 
(1) 


¡ X(x+0,y+P,z2+7)dydz+Y(x+a,y+B,2+ 7) dzdx+Z(x+ a, y+P,z+7)dx dy 
+ FT 


tenga un valor independiente de a, PB ,7Y (0 sea dependa 
sólo de T ). 
Es un problema análogo al del ej. 26 del Cap. XXIII. Por la fórmula de Green 


la integral (1) es igual a 


ltsun- a,y+P,2e TY poa, ya P, ze 7)+Z, (ue a,y+p,2+7)] dx dy dz 


y entonces, razonando como en el citado ej. se encuentra que la condición busca 


da es 
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ES + ra + ES = constante 15) 


es decir, que sea constante la divergencia del vector 'u de componentes X, Y, 
VA 
Ccupémonos ahora de transformar la condición (2) buscando la expresión ge 
neral de las funciones X, Y, Z que la verifican 
Indicada con 3c la constante del segundo miembro y poniendo 
X= cx+X] 5 Y = cy + Y] 3 Z=c2+Z] (3) 


la (2) se transforma inmediatamente en la 


XX, 3 23Z 
4 — 4 


ax dy dz dal 


Se logra de inmediato una solución de esta ecuación eligiendo arbitrariamen= 
te tres funciones M(x,y,Z) , N(x,y,Z) , P(x,y,z) continuas junto con 


sus derivadas primeras y segundas mixtas, y poniendo 


AN 3 IN _ OM 
ET 2 ATi y > (5) 


como se verifica de inmediato(”). Viceversa, tomando arbitrariamente una so— 
lución (Xi + Y] , Z1) de (4) siempre ee posible determinar (de infinitos mo 
dos distintos) tres funciones M,N, P de modo que valgan las (5) ; se pue- 
de, por ejemplo, poner 


z y 
uf Y A | Z1(x, 7,2) dn , 
Zo Yo 


(*) Con las notaciones vectoriales, el hecho de que las funciones definidas por las (5) verifican la (4) se ex- 
presa diciendo que para un vector arbitrario Y resulta div rotu=0 
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z 
s=-/ X, y 5)d5 , 
20 
P=0 A 
como el lector podrá constatar con facilidad (cír. ej. 10). Sigue que todas (y so=- 
lamente) las soluciones de (4) están dadas por (5) , y entonces, teniendo en 
cuenta las (3) , se concluye que la solución buscada puede expresarse dicien — 


doque X,Y,Z deben ser de la forma 


a 3P__9N A dM__3P e AN __2M 
Ea A ot a Z=CZ+ En ay 
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CAPITULO XXV 


Medida de conjuntos no acotados 
y extensión del concepto de Integral 


EJEMPLOS DE FUNCIONES SUMABLES DE UNA VARIABLE 
Y CALCULO DE SUS INTEGRALES (ver "Lecciones", Cap. XXV, 
n98 3, 4, 6, 7). 


Estudiar si las siguientes funciones 


1 1 x 
=—— (k entero > 2); —— == 
Vxa-o 1-2 
1/x log x 
2 3 ; o ; == (k entero >0), 
- A x(log x)% 


son sumables en el intervalo [ o, 1] y, en caso afirmati- 
vo, calcular la integral correspondiente. 


La función 


1 
k es generalmente continua en [ 0”, 1 ] con x=0 co- 
Xx 


mo único punto singular, en el que resulta infinita de orden - <1 .De a- 


quí surge que es sumable en [ 07 1 ] y se tiene 


Ñ 
Hemos aquí considerado la sucesión de intervalos [ - y E ] que tienden 
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al (o, 1] ;enla práctica no resulta cómodo considerar tal sucesión (como 
en cambio es oportuno en la teoría) sino referirse a un interyalo variable con 
continuidad que tienda a (0,1 ] . De este modo en el ejemplo precedente se 


habría podido escribir 


La ar k 
E—=lim, a =- 
'o x —0 € Ya k k-1 
Lo mismo haremos en los ejemplos sucesivos. 
1 
La función ————— €s generalmente continua en [ D:5 T ] , con los 


V x(1-x) 


dos puntos singulares x=0 , x en cada una de las cuales resulta in - 


finita de orden 2 <1 , Por lo tanto es sumable y se tiene 


Pp AE | (=] 1-€ 
PP, im = lim 2 arcsen Y x = 
o Yxa-x ot S, gay 20 e 


=2 Limo, [ arcsen yl1-e -aresen Y € ] - a 


La función es generalmente continua en [ 0,1 ] con el pun— 


x 
E 1-x2 
to singular x= 1 , enel que resulta infinita de orden 5 . Se tiene así que 


es sumable y entonces 


L=E £1] 1-€ 
A = lim 5 A | Pao? 
17 EL A 0 
2 
oz e -e9]-32 
E ps er] 4 
1 
Xx 
La función z es generalmente continua en [ 0, 12] con el punto sin 


x 


gular x= 0 ; pero se trata de una singularidad evitable puesto 
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que lim  L£L= lim t2gt=0 . De aquí que la función en estudio pueda 
x—(0* x2 t—+00 


considerarse continua en [ 0,1 ] y escribir 


Ll -L51 
aX z 
—— do=|e dl 


log x 
3 es infinita en el punto x= 60 sinun orden determinado 
x 


de infinito (es infinita de orden superior a 1 ;peroinferior a cualquier a > 


La función 


se tiene 


> 1 ). La función no es sumable, ya que en [ o, 


[ Lex] E e , quedando esto confirmado con : 


1 1 
log x 1 2 LL 2 0) 
li LEX dx - 11 > =-—lim (log € )"=-00! 
pa [ x TEN di y 2 94 008 ? 

€ 


La función es generalmente continua en [ 0 ] con los dos 


x(log x)k 
puntos singulares x=0 , x=1 , Sonambos puntos de infinito; en el prime 
ro no se tiene un orden de infinito determinado (la función es infinita de orden 
inferiora 1 ;pero superior a cualquier xa < 1 ), enel segundo tiene or- 
den k .Como k >1- la función no es sumable bel Nótese que la no suma- 
bilidad deriva de la presencia del punto singular x=1 . Veamos qué sucede 
si nos limitamos a un intervalo [ 0)a ] con 0<a<1 ., Teniendo en cuen- 
ta que la función considerada tiene allí signo constante (pogitivo si k es par, 


negativo si k es impar) y quese tiene 


(*) La función esintegrabie en [ 0,1 ] porque tiene signo constante (negativo), con inte 


gral iguala —00 


(*>)Tal función es integrable porque tiene signo constante, con integral +00 (si k espar), —oo (si k 
es impar) 
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2 dx 
lim o 
E=0t Dx (logx) E 


1 1 1 1 A 
lim a y k-_--_— A O 
ErEROen dog e Jl a) (6-1) (log ajt=t 
15m, [ 108 | toga] 108 | toge | ] sE) (sl k=1), 
Er 


llegamos a que resulta la sumabilidad en [ 0,a ] solamente si k>2 en 
cuyo caso se tiene 
a 
/ A PP NN E>2 , 0<a<1) 
0 x(log xk (k-1) (log ajk-1 


Véase el sucesivo ej. 8 


2-Demostrar que la función 2x sen z - cos 2 es sumable en 
[ O. L ] y calcular su integral, 

La función en consideración tiene el punto singular x= 60 (donde no presen= 
ta límite determinado). Inmediatamente se concluye que es sumable en [ od 
pues se trata de una función generalmente continua, acotada en un totorvalo 
acotado (ver "Lecciones", Cap. XXV, no 6, Teor. II). Se tiene 


2/n á 4 2/5 1 2/5 
(2xsenzc=cos-)dx= lim (| 2xsentax-| cos ax) = 
o e-ot Ja - E E 


1 
Yn «Yan cos 2/1 
= lim [sen] a x2. Bráx - J cos E ax = 


E-0 
€ 
13 € 
4.2 1 4 
= lim, (<- € sen —)=- — 
eo? E q 


3 - Demostrar que la función logsenx es sumable en[o, 2] 


y calcular su integral 
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La función tiene el único punto singular x=0 . Su sumabilidad resulta de 


sen x 


observar que puede escribirse log sen x = log +logx , con el p.imer 
término continuo y el segundo sumable. 


La primitiva de log senx no puede expresarse elementalmente; sin embar- 


Na 
go la integral 1= / log sen x dx puede calcularse con el siguiente artifi- 
0 


cio; 
Y x x pus Ya 
I= log(2 sen 3 00-37") dx= 7 log 2+ log sen Se 
0 E 0 
Ya be 
+ log cos dx 4 
0 2 


y, realizando en la última integral la sustitución x= RM -t : 
n 


T, x 
x /2 x t 1 
E log2+ log sen =7 dx+ logsen 7 dt= Flog2+ | logsenÉ dx . 
0 Mv 2 2 o 2 


(5) 


Si en la integral recién escrita se pone x= 2 


1= 108 2+2 J 
0 


, Se obtiene 
Ta 2 
log sen t dt = 7 log 2+ 21 

y, Por ende, = 108 2 . Se ha obtenido así el resultado clásico (integral 
de Euler): 

Ya A 

log sen x dx = - —log 2 + 
2 

0 

4 -Estudiar si las siguientes integrales son sumables en 


los intervalos indicados: 


(*) Hemos aplicado dos veces la regla de integración por sustitución ; una primera vez en una integral de fan. 
ción contínwe (lo que no necesita justificarse) y otra vez en una integral de función no continua, lo que es lí 
cito según se verá en el ej. 8. 
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Ls en [ 1,+0 ] _— en [2+w0],  entero>0) ; 
x(log x) 
¿a 
Hp o [0+0], (a>0,f real) ; > en [ 0,+00 ] ; 
Xx 
A A 1, po [ A. ] A 
x [ 1+(0g x)2] ES se] ax Re pto 


en [ -0, +0] 4 


(+ 


y, en casu afirmativo, calcular sus respectivas integrales, 


La función es continua en [ 1,+ 00 ] y, Para x-=+00 ,esinfi- 


nitésima sin orden determinado (inferior a 1 ; pero superior a todo « < 1) 


1 () 
log x > log 2 . 
x 


tal función no es sumable puesto que, para x->2  ,'se tiene A 


1 
La función -————- es continua en [ 2,+0 ] y, para x—+00 es in- 
x(log x)* 
finitésima de orden superior a 1 , pero inferioratodo A >1 . Si obser- 


vamos que es siempre positiva y que se tiene 


Ao 1 1 
lim = | 2 ñ— |. LháfÁ , (sik>2), 
no KA | og ds] (-1pdog 2:71 Ñ 
Hmm, (log log n - log log 2) = + «o $ (sik=1) , 


se deduce que se logra la sumabilidad solamente en el caso k >2 , conel re- 


sultado 


(*) Es, en cambio, integrable, con integral +00 . 


165 XXV -4 


+0 a q 
: _ 7 1 
2 x(log x) (k - 1) (Log 2) 
En el cálculo precedente nos hemos referido a una sucesión de intervalos 
[ 2,n ] tendiente al [ 2,+0] ; al respecto cabe una observación análoga a la 
del ej. 1 sobre la posibilidad de usar intervalos variables con continuidad. A — 
sí lo haremos en los ej. sucesivos. 
La función ¿(%tHBIX es continua en [ 0,+00 ] y, además,  sumable 


pues su módulo no supera a la función sumable ¿%X , Se tiene 


+00 h -¿(o+if)h 
f CAP lim, CAMP tim LE B K 
o —+ h=+00 arip 


1 


a+ip 


se deduce, separando lo real de lo imaginario, 


+0 
ax 

f ee cos B x dx = 

0 


1 


+0 1] 
E sen PB x dx = 


al, p? 


z r 
La función — es continua en | 0,+00 ] y, para x=+00 , infinitési- 
x 


ma de segundo orden; es, entonces, sumable y se tiene 


ñ 
ho 
ls 


La función es continua en [ 1,+00 ] , infinitésima pa- 


x [ 14 (log xy? ] 
ra x-—+00 , sin orden determinado (superior a 1. ; pero inferior a todo A > 


> ij . Tratándose de una función positiva y teniéndose 
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E dx y 2 

lim A lim arctglogh= — , 
hr dy x[1+dogx)2 ] »=+0 2 


se llega a la conclusión de que es sumable, pudiéndose escribir 


5" El 
1 x[1+ (108 x)? ] a 
1” 
==> - tiene on [ —,+0 ] el único punto singular 
xo $ax? 2 


X=-=7 enel que resulta infinita de orden + , mientras que, para x—-+00 


La función 


- 


es infinitóésima de orden 4 ;es, entonces sumable y se tiene 


+00 h 
f $2 = lim, f se = 
y Ya? -1 E Ya? -1 


Vaz a ]h 
= lim 2arog Ya? =1 + AL =...= M 
E-0+ 2x2 j+€ 
h=>+0 
La función z es continua en [ -0, +0 ] y, para X--+«0 es 
(1 +22 


infinitésima de 40 orden; es, entonces, sumable y se encuentra fácilmente 


0 
/ Mo 
o e E 


Véase el sucesivo n% 8 


-xb 
5 - Demostrar que la función fo) =x0c* sen x es sumable en 


[ 0, +0 ] 

Antes de demostrar la tesis observemos que si intuitivamente podría suponer 
se que una f(x) de signo constante y sumable en un intervalo no acotado, deba 
necesariamente ser infinitésima en el infinito, este ejemplo pone en evidencia 


que tal propiedad no tiene validez, En cambio sí es cierta si ia f(x) tiene lími 
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te determinado para X-— 0 (ver ej. sucesiva. 


El 


Por el contrario, la función aquí con— 
siderada no tiene límite determinado pa- 
ra x—+0 ;tiene límite inferior ce— 
ro y máximo límite +00 (basta obser- 
var que en los puntos x=(2k+1) - 
la f(x) coincide con la x E que 
tiende a cero mientras que en los puntos 
x=kñN coincide con la función x que 
tiendea +0 ). 


Nuestra f(x) tiene un gráfico del ti- 


Fig. 68 


po de la fig. 68, cada vez más aplasta — 

do sobre el eje x  , pero con infinitas puntas, siempre más angostas y alarga- 
das en los puntos N, 2% , 3X ,.... ¡es bastante intuitivo que una cur- 
va como la desoripta: pueda determinar con el eje x un rectanguloide no aco — 
tado, pero de área finita. De todos modos la demostración que haremos a conti- 
nuación, probará la sumabilidad de la f(x) 


Bastará probar, por ejemplo, que la integral 
amg 
1= f faja. , (n=1, 2,3, 3...) 
0 


se mantiene acotada. Se tiene 


1 Y n. pra 6 1 panya- Y 
= Lx) dx + yz / ta f 1(x) dx = 
0 ku - Ye El Jin+ Ye 


z 1 
/6 n-1 ( (11-76 
=C+ 3 f (en ae) e EX send q, L 1 sent ax, 
n+ */6 


1 Ve k=1 
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habiendo indicado con C el valor fijo de la primera integral y realizado, en 


la segunda, la sustitución x=kN+t 
; X. 1 s 2 9.2 e 
En el intervalo Ti Tr se tiene sen"t>-—5t 


entonces 
1 si 


= Ol zer 
deny A) sen ay ct E) Ze ' 


x 
además, en cada intervalo [ kn + E , («+1)70 -2] se tiene | sen x| > 


1 
2 z Y entonces 


Ea -1x6 
z6X sentx 


Se tendrá así 


6 
x 2 ter 10? 
l, <0+ 2 (en + —) en + dt+ 
1 ne J-Ye 
(a 
6 
> xP a 
ka+ E 


y, con mayor razón, si se tiene en cuenta el caracter positivo y la evidente su— 


mabilidad de las dos funciones que aquí intervienen: 


+00 +00 


-00 o 


3 
Si en la primera integral se pone a (x TOS t=u y8eindica con en 


.el valor de la segunda integral, se obtiene 


x 
4*) Esta desigualdad proviene de escribir que en [E el arco de sinusoide y=sent estáporen 


3 1 
Cima de la cuerda y ==" t  queuneios puntos extremos (0,0) y ds , E 
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-00 
y entonces, recordando el valor de la integral de Gauss 


E kn+L 


2. KE PY 


1 <C0+C,+ 


Aparece aquí la suma parcial de la serie > ———— la que es con — 


vergente (pues su término general es, para k—« , infinitésimo del 2 or 


den); llamando S a dicha suma, puede escribirse 


1,<C+C,+ 
n 1 


con el segundo miembro independiente de n , loque prueba lo afirmado al co- 


mienzo 


6 - Demostrar que si f(x) es sumable en un intervalo no aco 


lim f(x) , necesariamente este lími- 
x-»m 


tado A y si existe el 
te vale cero. a 

En efecto, si tal límite tuviese un valor L  , por ejemplo positivo (finito o 
+0 ), fijado un h positivo y menor que L existiría un intervalo acotado 
A'Cc A enelque se tendría f(x)>h , Entonces para todo intervalo acotado 
[a,b]  contenidoen A' se tendría P f(x) dx >h(b-a) , de modoque 
pudiéndose elegir b-a grande a voluntad, Ñ integral f f(x) dx no po — 

a 


dría describir un conjunto numérico acotado. La f(x) no sería sumable en A' 


y, por ende, menos aúnen A , loque está contra la hipótesis. 
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Con razonamiento análogo puede en general probarse que si f(x) es su- 
mable en un intervalo no acotado A se tendrá necesaria — 


mente minlim f(x) <0 , maxlim f(x)>0 
x— co x— o 


7-ABSOLUTA CONTINUIDAD DE LA INTEGRAL DE UNA 
FUNCION SUMABLE . 


Indicaremos en este número una propiedad importante de las integrales de las 
funciones sumables (de cualquier número de variables) que nos será muy útil en 
lo que sigue. Tal propiedad se enuncia así: 
1-Si f(P) es sumable en el dominio medible A , acotado o 
no, llamando B a cualquier dominio medible (acotado o no) 


contenido en A, se tiene 


Aim f(P)AT=0 . (a) 
medB=0 'B 

Esto significa que, dado £ > 0 , existe un Se > 0 tal que, fijado arbi- 

trariamente en A un dominio medible B cuya medida sea inferior a Se ,Se 


tiene | J £(P) dr | < eE o «Esta propiedad suele expresarse diciendo que 
B 


la integral f f(P) dT es una función absolutamente continua deldo 
minio B. ñ 
El teorema 1 se demuestra así. Sí N es el conjunto singular de f(P) en 
A , existirá (en virtud del teorema II de "Lecciones" , Cap, XXV, n% 5) en 
correspondencia con el £ fijado un dominio acotado y medible T¿  conte— 
E 


nidoen A-N para el que resulta fio en- | | 12) | dT < 3 
A Te 


(*)Nótese que no importa la posición de Ben A ;bastaque su medida sea bastante pequeña. 
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Fijado tal T¿  eldominio A queda descompuesto en dos dominios T¿,Ug 


€ 
E 

y la desigualdad precedente puede escribirse J | E(P) | dr < cd 
Ue E 


Llamando M¿> 0 almáximode |£(P)| en T¿ , donde f(P) es 
E 
2Mg 


continua, afirraamos que nuestra tesis es cierta con 3¿ = 


. En efec- 


E 
o; si medB mo puede escribirse 


ey 
[Jas < TES L. A ar» | | ear < 
BNU¿ 


g 


S Mg med (BNT¿ » $ rey ar <M¿ medB+ =<M. —+ 
ds 2 2Me 


E 


En el caso en que el dominio A sea no acotado, el teor, 1 queda completa - 
do con el siguiente : 
U - Si f(P) es sumable en el dominio medible y no acotado 
A se puede asociar, a todo £ > 0 , un intervalo Re y un 
número positivo de tal que, llamando B a cualquier do- 
minio medible (acotado o no) contenido en A para el que 
resulte med(BNR¿)< $, (en particular tal de no tener 
puntos comunes con R¿ ), se tiene 


If seven] cs 
B 


() Si BNTE (o BMU¿) no fuese un dominio, se lo sustituirá con la clausura del conjunto abier— 
to constituido por sus puntos interiores (véase Cap. XXI, ej. 6) 


(**) Este teorema nos dice, en esencia, que para lograr que la integral Í HP) d Y sea pequeña, noes 
'B 


fundamental que la medida de E sea pequeña ¡como lo pide ei teos. 1); basta que ses pequeña la medida 
de las partes “no muy aleiadas” de B . 
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En efecto; basta rotomar la demostración precedente y, con el mismo signifi- 


cado de T¿,U Meg Observar que, llamando KR ¿ ? Cualquier interva- 


Es» 


lo que contenga a T¿  , puede escribirse 


If eceyáni | </ | £(P) | ar = j | £6B) | ar + j | EB)| ar < 
B B BNT¿ BNUE 


€ 
< M¿ A | |x| ar<m, medBNRg)+ 7», 
Ue 


donde, apenas sea med(BNR¿) < , resulta | f(P)AT | < 
m 1 
B 


2M£ 


E 
2M6 


3 
< Me O 


8 - REGLAS PARA EL CALCULO DE LAS INTEGRALES DE 
LAS FUNCIONES SUMABLES DE UNA VARIABLE Y APLI- 
CACIONES. 

Para el cálculo de las integrales de las funciones sumables de una variable no 
siempre es necesario apoyarse estrictamente en los procedimientos usados en 
los ej.1,2,4 que surgen directamente de la definición de tales integrales.Es po 
sible dar normas de cálculo análogas a las válidas en el caso de las integrales 
de las funciones continuas en intervalos acotados, usadas ya sistemáticamente 
en "Ejercicios" Cap. IX y XIX (uso de la función primitiva; integración por 
partes, por sustitución, etc,) 

Si f(x) es una función generalmente continua y sumable en un intervalo A, 
acotado o no, una vez fijado un punto xo de A (eventualmente al infinito) y 
siendo C una constante, queda definida en A eventualmente también en 
los puntos -o , +0 ,convalores F(-0w), F(+w) finitos 7 la función 


xk 
r=0 f fit dt. (1) 


xo 
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Es fácil ver que: 
I- La función Fix) es continua en todo A ( eventualmente 
incluidos los puntos del infinito); en cada punto finito x de 
A ,que no sea singular para la f(x) ,la F(x) será deriva- 


ble y se tendrá Fix) =£f%). 


La primera afirmación es consecuencia inmediata de los dos teoremas del e- 


jercicio precedente; en efecto, llamando x 
x+Ax 
= Fix, +4x) -Fix,)= f £(t) dt y, porende, | AF| < € apenas se 


x 
2 


y % un punto finito, se tendrá A r= 


al Axl < 5£ — (teor. I del ej. precedente); por otra parte, si fuese por 


400 
ejemplo x=+0w ,se tendría A F=F(x) -F(+0w)= -S bd y, en 
x 
consecuencia, | ÁF|. < £ apenas x sea exterior al intervalo R¿ (te- 


orema ll del ej. precedente). Respecto de la segunda observación basta obser— 
var que, sí x noes punto singular de f(x) , existe un intervalo [ x-h,x+8], 
con h>0 , donde la f(x) es continua, pudiéndose entonces repetir el razo - 
namiento tal como fue realizado en el teorema de Torricelli-Barrow (ver "Lec- 
ciones", Cap, IX, no 6). 

Tras esto, si convenimos en llamar función primitiva de la función 
1) , Sumable en A ,atoda función finita y continua en todo 
A que tenga por derivada a la f(x) en todos los puntos no 
singulares de ésta, podremos decir que la (1) define una 
primitiva de la f(x) 

Demostremos que la (1) proporciona todas las posibles pri- 
mitivas de f(x). Observemos previamente que los puntos singulares de f(x) 


subdividen A en una sucesión (finita o infinita) de intervalos abiertos Ax 
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en cada uno de los cuales la f(x) es continua; por lo tanto, si F(x) y F/(0 
son dos primitivas de la f(x) en A podremos afirmar que en cada Aj de- 
be ser KE (x)= F(x)+cx , con cy constante en Ay . Tomando ahora en 
Cuenta la continuidad de F(x) y F, (x) entodo A (y porende también en 
los puntos singulares de f(x)) queda excluido que el valor de Ck cambie de 
un intervalo al otro, pudiéndose entonces escribir Fe) =F(x)+c , con e 
constante en todo A , que es lo que queríamos demostrar. 

Fenemos así, debido a la (1) , que si se reconoce la sumabilidad 
de la f(x) generalmente continua en un intervalo [ a,b] (a 
cotado o no) y se ha logrado de algún modo determinar una 
primitiva F(x) 62 de la misma, el cálculo de la integral 
Pus se obtiene de inmediato con la fórmula 

y b b 

ÍÑ Í(x) dx = [00 ] = F(b) - F(a) . (2) 
a 
Por ejemplo, reexaminando algunos de los ejemplos del ej. 1 y del ej. 4 ,se 


habría podido proceder más expeditivamente escribiendo 


0 a+ ip d 


E de [ Ñ r xn 
—————— = | arctg log x == 
po Xx [ 1+(08 x)?] o 2 


(*) Conviene tener presente que bastará encontrar una primitiva G(x) finita y continua en [+.5]. 
excluidos los eventuales puntos at infinito7 de la función | f() | — para que la sumabilidad de | f(x) | 
y, por ende, la de f(x) - resulte como consecuencia. Demuéstrelo el lector como ejercicio. 
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Otras aplicaciones se encontrarán en los ej. sucesivos 9, 10 25, en los 


que se usarán también las reglas de integración por partes y por sustitución de 
las integrales de funciones sumables, que damos a continuación: 

U - Sean las funciones u(x) , v(x) ,junto con sus derivadas 
primeras u'(x) ,, v'x) generalmente continuas en el interva- 
lo A (acotado o no). En A supónganse, además, sumables 
los productos u(x)v'(x) , u'(x)v(x) y continuo el producto 
u(x) vtx) con valores finitos inclusive en los eventuales pun 
tos al infinito de A L .Con estas hipótesis, fijados en A 


dos puntos cualesquiera a,b (eventualmente al infinito), va- 


le la fórmula de integración por partes: 


b b b 
f uy! dx = [ uv ] = f uv dx % (3) 
a a a 


Dem. De las nipótesis hechas sigue que la función uv! +u'v es sumable en 

A y que una primitiva de la misma es la función uv . Entonces, porla (2), 
b b b b 

Ñ uv! dx + f uy dx = f (uv! + uv) dx = [ «] , de donde sigue la 
la a 'a a 


a). 


DI - Sea f(x) una función generalmente continua en el inter- 
valo A, (acotado o no) del eje x . Sea x= Q() una fun— 
ción definida en un intervalo B (acotado o no) del eje t , 
en el que es creciente o decreciente y admite derivada pri- 


mera continua. Supóngase, además, que los valores. x asu 


midos por <Q () están siempre contenidos en el intervalo 
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A, Entonces, si la f(x) es sumable en A ,la función 
£[ p() ] + Q'(t) resultará sumable en B y, fijados en B ar 
bitrariamente dos puntos tj , ty (eventualmente al infinito) 
vale la fórmula de integración por sustitución 

Pto) ta 

L £(x) dx = f [0] ua... (4) 

(t,) ti 
Dem. Por comenzar, la hipótesis del crecimiento o decrecimiento de  Q(t) 
nos asegura en todos los casos (inclusive si ty, ty son no finitos) que quedan 
bien determinados (finitos o no) los valores Pl), pl). Después se ve 
inmediatamente que £ [ pt) 4 <p'(t) resulta generalmente continua en B 
Si designamos como G(x) auna primitiva de | 160) | en A ,esobvio que 
e G[ p()] (consigno + o - segúnque p(t) sea creciente o decre— 
ciente) es una primitiva de la f [ 0) ] $) en B . Gracias a u— 
na observación hecha poco antes (en la nota al pie de la pag. 174) se deduce la 
sumabilidad de f [ pu] q'(t) en B . Entonces, si F(x) es una primiti 
vade f(x) en A , resulta que F [ p(t )] es primitiva de la 


£[ pm] pr) en B conloque, por la (2) se tiene 


pta) 
[ro]. [00] [e ]* 
£(x) dx = £00 ] á INGE pubyat= F| pl) A 
Pr) 
pe 


de lo que sigue la (4) 


9 - Calcular las dos integrales 


yl 
(1 / E (con a>b>0 ); 
(0 a+ Cos Xx 
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+00 de 
(2) rr (a entero >0 ) 
0 +X 


La sumabilidad de las funciones indicadas en los intervalos considerados es e 


vidente. Con la sustitución x= 2arctgt se encuentra, para la (1), 


1 0 
S dx SN de A 
| a+bcosx o  (a+b)+ (a-b) t2 


2 b 
“== | arote a | — 
/ a - p? a+ 


Con la sustitución x=tgt resulta, para la (2) 


+00 Ya > si n=1 
dx a. 
- — cos 20721 dr- 
(ex?) 


+00 2 +0 2 
wm j x dx: (2) f Meda (a, entero>0 ). 
0 


Ya es conccido el carácter de sumable de las funciones aquí consideradas (ver 


"Lecciones", Cap, XXV, n%7). 
+00 2 
Poniendo I, = í xP ¿*X dx , una integración por partes permite dedu- 
0 


cir, si n>z*2 :; 
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Aplicando sucesivamente esta relación de recurrencia 


si n espar , 


A E I si n es impar 
2 
dx 


Le 
2 
2 
2 
+0 
pero 1¿= 4 se = HN é 


entonces, escribiendo 2n o 2n+1 en lugar de n 


+0 +00 
2n-1)11 ! 
e y . g2ntl 2 gy A 
b ¿nl ps 2 


En lo que respecta a las integrales (2) , si se tiene en cuenta que Pl e 


es función par o impar de x segúnque n sea paroimpar, se encuentra de 


inmediato 


11 - Calcular el área del dominio plano T limitado por la 


curva de ecuación 


xq? + y? + 4ax?y-222x?4 3a? y? 497 y+a? =0 , (a>0) 


Resolviendo la ecuación dada respecto de la y se encuentra 


a -x 
ra —> tata? -2% 
2 2 
Ba +x 
y de aquí no es difícil reconocer que la curva en consideración tiene el compor= 


tamiento evidenciado en la fig. 69 
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e 
a 

-a o a Xx 
Fig. 69 


El dominio T es entonces normal respecto del eje x , por lo que se tie— 


ne 

a 
2 . x23/2 
(a = A 


322 + x 
a 0 


Realizando primero la sustitución x=asent y, sucesivamente, la tgt= 


=u se encuentra 


M2 Ma 
4 
t 16 
área T = 4a2 ZE dt an? (aen?t-5+ —L—, dt = 
3+sen?t 3+sen*t 
( 0 
¿p +0 
+0 
=-9n 22+640? e Pe = 
3+4u2 E] Valo 
( 
1 
=(£ -9 122 . 


3 
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12 - Calcular el área del dominio no acotado T encerrado 


=xarcigx y las asíntotas de la 


por la curva de ecuación 
misma. 
La curva considerada es simétrica respecto del eje y (figura 79) . La ra — 


ma de la derecha tiene por asíntota a y=mx=+n con 


xarctgx  N 
m= lim —__— == Y 


X=—+0 x 2 
x 
x arctg Xx - y 
n= lim (xarcigx -—x)= lim ——_—_—_—__—— =-1 
x—+0 2 x—=+00 E 
x 


Se tiene, entonces: 


2 n 2 pa Se 2 to 
= | (xP arctgx-x+arctgx)-— x+2x =—+ lim  (x arctgx -—x%+x) 
2 o 2 x—+0 2 
S . 
, / 
— 
r 
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Para calcular este límite póngase x= cotg u ;se obtendrá así 


lim [ cotg? u- e -u) - E cotg? u + cotg u] = 
u—0 2 2 


cos u (sen u -u cos u) 
= 1 =__-_2AS 
u—0 sen? u 


reconociéndose ahora fácilmente que tal límite vale cero . Entonces 
ul 
área T==— 
2 


13 - Dada la curva plana de ecuación polar 920? , (a>0) 
calcular la longitud del arco de tal curva que corresponde 
al intervalo Í 0, +0 ] de la anomalía P 

La curva es una espiral logarítmica ¡mientras q crecede 0 a 
+0, decrece de a hasta cero, por lo que la curva describe infinitos 


giros alrededor del polo O , "enroscándose" siempre más (punto asintó 


y! 


Fig. 71 
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tico) (fig. 71) . Para la longitud buscada 1 se tiene 


+0 +00 
de 2 2 2 2 - 
po Vi +92 dp = Val 2P +22 52P dp - 
0 0 


+00 
ay [| ePap=a (2 5 
0 


14 - Calcular el área del dominio limitado por las rectas x= 


22x=0 


=1 , x=2 y la curva de ecuación xy? -y 

El dominio T que deberemos considerar es no acotado y aparece rayado en 
la fig. 72. El mismo se compone de un rectángulo de base 1 y altura 2 Es y 
de dos dominios normales con respecto al eje y , iguales entre sí, Por lo tan- 


to 


Fig.72 
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+00 +00 


6 y dy 
área T=2//2+2 E -Day=22+2 <A 
y?-1 


15 - Calcular el área del dominio no acotado T que tiene 
por frontera la curva de ecuación x2(x2+ y?) -a2y2=0 y las 
dos rectas x=t a 


Se tiene (ver fig. 73) 


área T=4 


N 
o ya 
y, transformando la integral con la sus- 


titución x=asent 


va 
área T=4a? sen?tdt= na? . 
0 


Fig.73 


16 - Calcular el área del dominio no acotado T encerrado 


E ¡== yeleje y 


A E 


por las dos curvas 


Las dos curvas se tocan en el punto (1, OS y el dominio T es el 
2 


rayado en la fig, 74 


Se tendrá 


1 ERA 
área T= f A [ y2x- Logo al =2-1og(1+ 2) . 
'0 J0 
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Fig. 74 


17 - Calcular el área del dominio no acotado T encerrado 
por la cisoide x (12 + y? - 2ay? =0 y su asíntota 


De la ecuación de la cisoide se obtie— 1 


2 ps 
2 y entonces la asíntota 


es la recta x= 2a (ver fig. 75). 


Resulta así 


2a 
área T=2 x doo, 
2a-x 
0 


y, realizando la sustitución 


m 
E 
x1 
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+0 +0 
4 3 
área T=1622 pan? | dt = 
o are2p o | 1+t2 de | (1+t? 
ó 3t+sté +0 $ 
=2a% | 3 arctg t - —— =3xna 
(+22 Jo 


18 - Calcular el área del dominio no acotado  T' encerrado 
A” 2 2, 2 2_ 

por la curva de ecuación x(x“+y*) -2ax” -ay“=0 y su asínto- 

ta. 


Procediendo como en el ej. precedente se encuentra 


za 
área T'= 2f x 
0 


19 - Calcular los volúmenes de los sólidos no acotados S,S' 


=....= 52 


obtenidos haciendo rotar los dominios T , T' de los dos 
ejercicios precedentes alrededor de sus respectivas asínto 
tas. 

Analicemos la cuestión para el sólido S , refiriéndonos a la fig. 75. 

Un plano perpendicular al'eje y corta S según un círculo de radio 2a — 
=x(y) , siendo x=x(y) la función definida implícitamente por la ecuación de 
la cisoide. Teniendo en cuenta la simetría de S respecto del plano y=0 , 


se tendrá entonces 
+0 2 
volumen S = 21 S [ 2a -xw ] dy 
0 


Busquemos ahora las ecuaciones paramétricas racionales de la cisoide cor — 
tándola con las rectas y=tx que pasan por su punto doble (cúspide) O . Se 


encuentra 
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28 se 223 
1412” 1+t2 
A 2at3 
y entonces, si en la integral precedente se realiza la sustitución y= 2 la 
+ 
2 . 
función x(y) toma la forma 2at . Se tiene así 
1+t 
+0 +0 
2 2 
volumen S=2 5 ea 225)? ada )=16 1 a? LED a - 
1+ 12 (1+t2)4 
0 0 
+0 
z - qt S d+ qe A 
-161 4% qt > d=....=2122 
1+t dt (rt y 
0 


Procediendo para el sólido S' de manera totalmente análoga se obtendrá 


+00 +00 


2 
volumen $'=211 [ x(y) -a]?ay=25 pe 
1+t2 


+00 2 4 3 2 
=21na% A El 
o (rt) 4 


20 - Calcular el área del dominio no acotado T comprendi- 


do entre las dos curvas que tienen las ecuaciones 2ay=x2 $ 


a? p? 
2 


day =x2+ 
p ac+x 


Se encuentra 


21 - Calcular el área del dominio T encerrado por la curva 
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de ecuación (x2+y2) (ax2+by2)=4a? (b-a)x? , (con b>2>0 ). 
La curva se compone de dos lazos simétricos respecto del eje y , tangen — 
tes a tal eje en el origen. Usando coordenadas polares se encuentra 


Ma 

4 a2 

| e 
o 


a cop +b sen%p 


2 


) cos: 


de 


y transformando esta integral con la sustitución tg p=t 


+0 


d 
tres 1 bowa) | A E 
o (1+t2) (a+bt?) 


Tr 
22 - Demostrar que para 0<a EE se tiene 


a 
¡Limo f sen” p dp=tga (1) 


sen" a 


Transformemos la (1) realizando en la integral que allí interviene la sustitu — 


sen 
sena 


ción 


-+ . Mientras P? erecede 0 hasta a ,la nueva 


variable x decrece de +00 hasta 1 . Después se tiene 


$ = arcsen (x " sena ) , dp=- 


de modo que la (1) queda transformada en la 


1 


a Je de 
lim = 
n—o Jj y2 V x2/n - senza cos a 


(2) 


+0 
Teniendo ahora en cuenta que f A la (2) puede también escri 
1 


birse 


6) 
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Entonces, para x>1 se tiene 


1 1 Yx2/n - sena -cosa 


E —— E = 
208% 1 x2/M-senfa cosa V x2/n - sena 


2/01 xn y 


= < 
cos a Wu27n — sena (1 x2/n - senla +cosa )  2cosóa 


y entonces, llamando L 2 la integral que figura en (3) , se obtendrá la si — 


guiente desigualdad (válida para n>3) 
+0 ,2/n _1 
eE f e 
2 cosa 1 x (n-2) cos3a 


de la que sigue inmediatamente la (3). 


23 - Calcular la distancia media de la tierra al sol. 
La órbita de la tierra T es una elipse de la que el sol S ocupa uno de los 
focos. Poniendo ST=p , esta distau 


cia se expresa, en función de la anoma - 


T 
lía Li) definida por la fig. 76 según u- 
na conocida fórmula de la Geometría A - 
nalítica 
a(l-€ 2, 1 
l+ E cos p (1 
donde a es el semieje mayor de la ór 
bita y € su excentricidad. Fig. 76 


Queda sobreentendido que la distancia media buscada es el valor medio de ? a 


considerándolo función del tiempo t , durante un año (y no 


comó función de la anomalía $. loque llevaría a otro resultado; ver "Ejer- 
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cicios'", Cap. IX, ej. 4) . De ahí que la (1) no sea suficiente: es necesario te= 
ner en cuenta cómo varía «p enfunción de t ,es decir de la segunda ley de 

2 de 


Kepler, en virtud de la cual la velocidad areolar ES 3 Y ae es constante 


e 7 . Por lo tanto la distancia media buscada " vendrá dada por 


se z 
con las integrales extendidas al intervalo de un año, teniéndose así, pasando a 


la variable p 


OS: x 
[rta Sas 
sa LE: , 

2 
j E ee 
-1 5 


o también, teniendo en cuenta la (1) y el hecho que el denominador represen — 


ta el doble del área de la elipse (cuyos semiejes son a , a V1- E? ): 


e Lua A 
(1+ € cos py -2(1- e do 
(1+ E cos Pp) 


2mal f1- e? mm 


Realizando la sustitución tg 2 =u se encuentra 


+0 
2 
5 -24-e2)9/2 (1+u2) dh ds ii E 
me) (62 + 12 )3 dE 
-00 
Según la fórmula de descomposición de Hermite, debe ponerse 
2 
(1+u2) A d Bu + Cu? 
7 “a 2 a 
24027 242 (62 + 12) 


e imaginando que A, B,.C,  sonya conocidos, se encontrará 
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dE a(l- ep? E arca + Bu + Cud ] ASA S 
x(1- ey? S E” a2+03? ] -o 
ag- 62 p AR ENE: 15S 
A 
n(1-€) (l-€) l+€ 


» Basta entonces cal cular el valor de A : volviendo a la (2) se obtiene fácil- 


mente 
3+2k2+3Hé  1+4e€? 
o _-A———ÁáA< 


8k (+e y? 


y entonces, tras algunas simplificaciones, se concluye que 
Sap le 5 
2 
24 - INTEGRALES QUE SE DEDUCEN DE LA DE EULER; O— 


TRAS INTEGRALES ANALOGAS. 


De la integral de Euler (ver ej. 3): 
12 E 
log sen x dx = - — log 2 F 
2 
0 
pueden obtenerse fácilmente los siguientes resultados: 


x 
$ log sen x dx = - 1 log 2 A (D 
0 


n Ya x 
(escríbase | = | + J y realícese en la segunda integral la sus- 
o 0 2 
titución x= NM -t) 
1/2 A 
z log cos x dx = - — log 2 is (2) 
0 2 


Es 
(mediante la sustitución x= a ae 


+0 
Lx 
== 
7 log2, 
x V a -1 
1 
(realícese la sustitución x= Z 
sent 
Ma E 
x cotg xdx= — log 2 de 
0 2 


(intégrese por partes) ; 


1 
1 
A 
lo x 2 


(mediante la sustitución x= sent queda reducida a la precedente) 


eS 
12 
/ Xx log sen x dx = - —— log 2 
A 2 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(llamando I ala integral buscada y poniendo x= -t se encuentra I= 


1 
»/ log sen t dt -I ); 
(0 


21 - 
log cos” $ dx = -4 1 log 2 5 
0 


(7) 


21 x 21 
(escríbase . 1 + y, en la segunda, póngase x= 2% -t); 
0 0 xr 


+0, 
18 X 0 
0 1+x 


(póngase x=tgt ). 


(8) 


Análoga a la integral de Euler se considera a la integral de Bertrand: 


Ya e 
log (1+ tg x) dx = 7 log 2 
0 


(9) 
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Indicando con 1 al primer miembro póngase después x= = -t y ténga— 


A 
l+tgt l+tgt 


I= Eo DE 
J EE Ad 


x 
se presente que 1+tg (a t)=1+ -; se encuentra así 


y, Por ende, la (9). De ésta, además, pueden deducirse estas otras; 


1 
log(1 + x) _X E , 
f ra es » (póngase x=tgt) ; (10) 
1 arctg x r £ 
pl E oO= q log 2 ,  (intégrese por partes) . (11) 


Demos otros ejemplos de integrales definidas que se calculan con artificios a- 


nálogos. Se tiene 


x 
x 
x senx 
a log (+ 2) > 12) 
f 1+ senóx EX uE , 
Ya x 
Indicando con 1 al 1% miembro escribamos 1= / + J , Ponien- 
0 Ya 


do x=n8n-t en la segunda integral, con lo que se llega fácilmente a la 1= 


Ya 
= X 5] St dt ; si calculamos esta última integral con la sustitu — 
lo 1 + sen? t 


ción cost=u sellega ala (12) 


Procediéndose en forma similar puede demostrarse la 


E 2 
f Xx sen X PE Xx as 
o 1+cos2x E s z 


Observemos por último la fórmula 


=— (14) 


193 XXV - 25 


que es una consecuencía de la (13) (basta poner x=cost ) , 


5 - INTEGRALES QUE SE DEDUCEN DE LA DE GAUSS. 


De la conocida integral de Gauss 


wo 

2 
f e dx == x o también 
-0 


pueden deducirse muchas consecuencias interesantes. Por ejemplo se encuen — 


tran inmediatamente las siguientes fórmulas: 


a [= 
e (error Es xr e > z 7) 


+0 


(a>0 ; (2) 


ps , respectivamen- 


te, 


Otras consecuencias, menos evidentes. son: 


+0m 


A 
——_—_—_—_——— dx = YM (b-a) , (3) 
x? 
0 
FO 2 
SO 
RN E 


Basta demostrar la (3), ya que de ésta sigue la (4) mediante la sustitución 


aL. 
io 
+0 


Con ese objeto escribamos la (2) bajo la forma 2a f 
0 


XXV-25 194 
(a > 0) e integremos ambos miembros respecto de «a entre los límites a, 


b ¡se obtiene así 


b +0 2,2 
f zada f e a= yx 0-2) z 
a '0 


e, intercambiando el orden de las integraciones (ver ej. 38, 50) 


+0 2 
$ A 
0 a 


b 
La integral | se calcula de modo elemental y, efectuado tal cálculo se 
a 
obtiene inmediatamente la (3). 


Demos un tercer grupo de fórmulas de interés; 


dx = O A (a >0) W (5) 


242 
fo té +4) Va qa? 
0 


de = —.e . (,9>0 , (6) 
( zo 


l” A 22% Vr gn 


eps > 
1 - 
e , (p9>0 , (7) 


LE dx= —e » (,1a>0 , (8) 


Ce ¿Era x) MES A 


Para demostrar la (5), observemos ante todo que equivale a la 


dx = . Si llamamos 1 aesta última integral, puede 


e e? E 
A = 
0 


- iS 
escribirse 1= a! e pS dx y, realizando en 
E 
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la primer integral la sustitución x= SS 
+00 +00 
A Ze Ly? 
e Po e, A 
t 
1 1 
+0 


1 
transformando ahora esta última integral con la sustitución x - Ei t se en- 


El 


+00 
2 
cuentra ]I= | [de E dt , osea, por la (2) 1= rd , queeslo que 
0 a 


queríamos demostrar. 
La (6) se deduce de inmediato de la (5) poniendo a = Ñ pS q E ; 


la (7) dela (6) con la sustitución x= ;la (8) dela (7) con x= Vt. 


26 - EL SEGUNDO TEOREMA DE LA MEDIA. 

Demos aquí un teorema que es de aplicación en numerosas demostraciones; 
suele designárselo como segundo teorema de la media y se enuncia 
de la siguiente manera: 

I - Supónganse definidas en un intervalo [ a,b ] , Acotado oO 
no, una función f(x) sumable y una función Q(x) general - 
mente continua, monótona y acotada. Fijados arbitraria — 
mente dos números H,K tales que se verifique H < p(x) < 
<K demostraremos que existe al menos un punto E de 


[a,b] para el que resulta 


b 5 b 
| sequen F(x) dx+K j f(x)dx , /si P(x) esnodecreciente) (1) 
a a 3 
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b lS b = 
f 19 poac=e f(x) dx+H J fex)dx , /si p(x) es no creciente) (2) 
a a E 


Dem. Observemos previamente que, por ser sumable la f(x) y acotada la 
P(x) , puede asegurarse la sumabilidad de f(x) p (x) , de modo que tienen 
sentido las integrales escritas en el primer miembro de (1) , (2) . Observe— 
mos después que las (1) , (2) pueden también escribirse 


b b 
f 10) [ pt) -H] dx= (£-H) f fíx)dx , /si p(x) es no decreciente 7 (1% 
Z 5 


b b 
f 16) [K-p(x)] x= (5H) j fix)dx , /si p (x) es no creciente 7 (2) 
a 5 


Entonces, si ponemos p(x) -H=g(x) parael 1% caso, K-qp(x) =g(x) 
para el segundo, K-H=L enambos, la g(x) resulta en todos los casos no 
decreciente y tal de cumplir 0<g(x) <L con loque las (1), (21) pue- 
den reunirse en la única fórmula 


b b 
j 16%) gx) dx = L j £(x) dx : (3) 
a 5 


Viceversa, de ésta pueden deducirse las (1'), (2') y entonces todo se redu - 
ce a probar que, si f(x) es sumable y g(x) es generalmente con- 
tinua, no negativa, no decreciente y superiormente acota — 
da, fijado arbitrariamente un número L tal que sea g(x) < 
£ L existirá en [ a,b] un punto E para el que vale la (3). 

Comencemos suponiendo que [2,0] sea acotado y demostremos que, 
efectuada cualquier subdivisión de [ a,b] en intervalos parciales, con nor- 
ma, $ , mediante los puntos a=xp¿ < X¡ <X¿<...<X,1<X,=b ylla- 


mando 5 a un punto arbitrariamente elegido en (x¡-1 , x¡) se tiene 
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n 


Xi b 
| soya | 10%) ges) dx. 5) 
¿0 E ¡E a 


En efecto; teniendo en cuenta lo dicho en el ej. 7, dado € > 0 existe un 
0% > 0 talque, para todo intervalo I contenido en [ a,b ] , de ampli - 


€ 
tud menor que O¿ , resulta f | £6) | ax <= 
1 


Entonces, tras suponer $< Y € , se tendrá 


n Xi b 
75050 f teyax- | tengas = 
[=] Xi 1 a 


n 
1 


n X; 
y/ -[stapraoo] sonas < 
dEl xy 


dz 


j= 


Xi n Xi 
f [8059-8001 £00] ax <2 "[80x)-8(x, -1) j | 100) | ax < 
i=1 X, 


X=] 1-1 
el B 
E 2 [50 2-0] = 5 [50-59] <e, 
lo que prueba la (4) .En lugar de ésta podemos también escribir la siguiente re 
lación 
Xi b b 
Lim, Yu E f £x)dx+[ L-8( 6,)] / 16x) dx 4 10) 86) dx, (4) 
nn Xa *p-1 
ya que el término agregado es, obviamente, infinitésimo para 5-—0 
Indiquemos con S la expresión que figura entre ilaves en el primer miem- 


bro de (4') e introduzcamos la función 


b 
Fx) = f £(t) dt 6) 


que resulta continua en [ a,b ] (ver ej. 8). Podemos entonces escribir 


n 


s=) (8) [ Fo -Fep] + [ L-4(5,)] Fo) = 
i=1 
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n-1 


=F(a) 8( 51) + 1 Fe) [ 8(5,,P-8(89) +Fe, ) [L-8(5p) ] 
FI 


y observar que en esta última expresión los coeficientes que afectan los valores de F 
son, en sutotalidad, no negativos [por las hipótesis hechas sobre g(x) y sobre E/ 
ydesuma iguala L. Resulta asíque, si m y M designanal mínimo y al máximo 
de F(x) en [a,b] se tendrá Lm<S<UM , y,pasandoal límite para 5-0 


y recordando la (4') : 


b 
Lm sf £(x) g(x) dx <LM . (6) 
a 


Demostramos ahora que esta desigualdad vale también si [ a,b ] es no ar 
cotado. Recordemos (ej. 8) que también en este caso la  F(x) definida 
por la (5) resulta finita y continua en [ a,b ] (inclusive en los puntos al in= 
finito) y, por ende, admite todavía mínimo m y máximo M . Dicho esto se 
a [ aj,b,] y [ 297, Da ] Ea [ | , «.. Una sucesión no 
decreciente de intervalos acotados que tiende al [ a,b ] ; entonces, por la 


demostración precedente, se tendrá 


Bn 
Lm, < f f(x) 8(x) dx < LM, , (M=1,2,3,...) (Mm 
n 
donde mM, , Mp indican el mínimo y el máximo de F(x) en [ An» Bn] . 
Para n—o se ve inmediatamente que mm, M,—M mientras u- 


na fácil aplicación del segundo teorema del ejercicio 7 muestra que 


Bn b 
f £(x) g(x) de — f £(x) g(x) dx , con lo que de la (7) sigue la (6) 
An a 


Establecida así para todos los casos la validez de la (6) se tendrá, por la 
continuidad de F(x) en [ a,b ] , que existe en éste un punto E para el 


que resulta; 
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b 
f £(x) g(x) dx = LF(5) 
a 


pero, recordando la (5) , llegamos a la (3) , que es lo que queríamos demos- 

trar. 

27 - EJEMPLOS DE FUNCIONES SUMABLES DE VARIAS VA— 
RIABLES Y CALCULO DE SUS INTEGRALES (ver "Leccio — 
nes", Cap. XXV, n0 5, 6, 7). 


Demostrar que la función es sumable en el cuadra- 


do A(0<x<1 , 0<yS<l) y calcular la integral relativa, 
La función considerada es generalmente continua en A con un solo punto sin 
gular en el origen O . Su sumabilidad resulta, por ejemplo, de observar .que 


1 1 
xy % 2 


en A essiempre 0< 


eS . Para calcular la integral basta 


+ y? 


x 
fijar una sucesión no decreciente de dominios T, que tienda a A-[OP ; 


e pe 1 1 
por ejemplo, asumir En coincidente con el rectángulo dr Éx Sl , o 


<y<!6) y calcular el límite 


<l bN E 
dx d; dy 1 
li SY = 14 SE 00% [ = 2) ze 
sd E OR dx 7 DUO log(x+ 1) log(x+=7) dx 
T 1 l de 
n Tn n n 


[21082 -2L+1)108E+1)+ 2 108 2] =2 1082; 


se tiene, entonces, 


dx d 
If 23 ..e2 


También se habría podido introducir un rectángulo variable con continuidad 


Te (E<XXI1 , EXY<I (con € >0) ycalcularel lim ES 
e—o7JTE 
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28 - Demostrar que la función 1 es sumable en el tri- 
dx + y) 

ángulo A(0<x<l1 , 0<y<x) y calcular la integral relati— 

YA. 


La función considerada es generalmente continua en A con un punto singu — 
lar (en el origen O ); es no negativa en A y, por lo tanto, para probar su 
sumabilidad bastará constatar que, considerando por ejemplo el trapecio 
Té <x<1 , 0<Sy<x) (con € > 0 ), existe finito el 
lim e dx dy cuyo valor constituirá, precisamente, el de la in - 
€--0 + E 
tegral buscada. 


Tal límite es igual a 


1 
PENA, 
= li 1-log 2) dx = 
ia oe 


= lim (-log 2) (1-€) = 11082 
En 


29 - Calcular el potencial de una esfera homogénea en un 
punto Q interior de la misma (cfr. Cap. XXI, ej. 50). 

Con las mismas notaciones del ej. citado se debe considerar la integral 

be S e? sen 0 a de d 
VQ) =V()= p 1, Ens si (1) 
2, ? 2-2r Vr?+ 92=2r 9cos 0 
pero bajo la hipótesis r<R  . Sigue que la función que debemos inte- 
grar no es ya continua en S sino generalmente continua con Q como único 
punto singular (corresponde a NA 8=0 )en el que resulta infinita. 
* 
El orden de infinito es 1 y entonces la función será sumable en S ylain- 


tegral (1) mantiene su significado. 
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Suponiendo r>0 la integral puede ser calculada como límite para £—0 
de las integrales calculadas sobre los dominios constituidos por las esferas de 
centro O yradio r-€ ylos estratos esféricos de radios r+€ , R. 


Se tiene así: 


2x1 T=€ x 
ve) = 11 a 24 sen 9 de 5 
r) = 1 €$_XA<AMMMMMMMI>I 
a) y ? 7 $ Vr? 92-2r geos q 
0 0 0 
21 R x 
2 sen Y de 
A gar z 


Vr?+ > -2r 9 cos 0 


0 r+E 0 


sí 


E [dE gap co] age 


'" 
w 
2 

= 

ia 
ds 


+ 


Era [Ago] 


'" 


e-0 


r-€ 
22£ tim f 9[te+p)-0-9)] 09 + 


E 


R 
J ple+p)-03-m] dp p- 
T 


+E 


r-e R 
2 im 42 j 949 +2r j 99 220 rr). 
EFE 30 0 r+e 


Este resultado vale también para r=Ó0 como de inmediato se lo constata 


volviendo a la (1) 
no es sumable en 


30 - Demostrar que la función 


el cuadrado A(0<x<1 , 0<y<l). 
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La función enestudio no tiene signo constante en A 
Considérese el rectángulo T¿ (€<xX<l1 , €X<y<1 yla integral 


del valor absoluto de la función sobre tal rectángulo. Se tendrá 


1 
1 E E 1 
= Ea = dx = -log € -arctg — +arctg € 
j dE ALS ) og te E te 
y esta cantidad tiende a +0 cuando £-—0 , loque prueba la tesis. 

El lector podrá hacer ver que la función considerada tampoco es integrable en 


A 


31 - Considérese la función (con a > 0) en el trián- 


(+ y) % 
gulo A(-1<x , *XS<yS<l1 y determínense (si existen ) 
1] 
los valores de a para los El 


que la función es sumable en 
A 


La función considerada tiene como 


puntos singulares todos los puntos del la 


do MN de la frontera de A  (fig.77; 


es no Hegativa, por lo que, para estable 


cer si es o no sumabile se puede por e — 
z Les Fig. 77 
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jemplo considerar el triángulo T¿ (-1+€ <x<1 , -x+e <y<l yla 


integral E OyE , estudiando luego el límite de ésta para £—0. 
mm + y) a 


Sin dificultad el lector encontrará que la sumabilidad se alcanza para a < 1, 


en cuyo caso resulta 
J dxdy q 
A A+yY  (1-a)(2-a) 
1 


32 - Demostrar que la función ———> es sumable en el 
Ss (x2 + y2) 
dominio A limitado por el eje x ,la curva y=x! y la cir 


cunferencia x?2 


+ y? =2 ,Calcúlese después la integral rela- 
tiva. 

En A el único punto singular de la 
función es el origen O , quees un pun 
to de infinito de orden 4 , Podrá en- 
tonces parecer que no existe la sumabi- 
lidad indicada; pero debe tenerse presen 


te que esta conclusión negativa se po— 


dría extraer sólo si O fuese punto 


interior de A mientras que aquí 


Fig. 78 


es de frontera. 
Una vez observado (fig. 78) que A puede también considerarse como un do- 
xr 
minio polarmente normal definido por 0 <«p < PU (9) <q <Y 2 con 
i = 
£(p) = senó p a € . Para estudiar la sumabilidad en A de nuestra fun— 
ción (que es siempre positiva) podemos, por ejemplo, considerar el dominio va- 


Tr 
riable T¿ (EXPET >» MP<g< 1/2) y examinar si existe finito 
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el límite 
14 MEX Ya 
a dx dy de 1 .= 
lim TO dp = lim z o pie 
a Y PERA! Co) 
€ 1(p) 
14 
=lim —L e 234 
O 2 (cos? p sen? 7 ? 
E 


La función de P que aquí interviene resulta infinita en el punto q =0 de 
orden - ; por lo tanto será sumable en [ 0, z | y el límite prece — 
dente será finito e igual a 

7/4 Ya 
+ A Pe e -$) dq = al 0 po e dp =D 
0 0 

Esta última integral se calcula con la sustitución tg q = 1) que la transfor- 

ma en 


de 1 5 t PrVart, 
z - —===>7 |10arctg t+ 3 log 
Al 16 24 E V3+1 


+5 arctg 


dx dy 51 73 5 
PA log (2 + V 3) 
ff, + y)? 8” 48 
1 
- Demostrar que la función ———>>5 es sumable en el 
(2 + y2p/2 


dominio no acotado A (x>0, y>0,x2+y2>1) y calcular 


la integral relativa. 
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Para (x,y)— 0 , la función considerada es continua en A einfinitési — 


ma del 3% orden, lo que basta para asegurar su sumabilidad en A . Usan - 


do como dominios acotados que tienden a A los dominios LeE>0. y > 
m0 Y <x +yes 12) se encuentra 
272 n 
dx d: gag 
ff, 2 UÍ PES ff. NE ES j 27) S 5 
A pl +y") (x +y) 0 EY 


34 - Demostrar que la función x+y es sumable en el domi- 
nio no acotado A definido por x>1 , 0 <y <+% y calcu- 
ES 

lar la integral relativa, 

La función es positiva y entonces bastará constatar que existe finito el límite, 
para n-—-« , de JJ (x + y) dx dy con, por ejemplo, Ta (I<x<n , 

Tn 
1 

0<y < 7) 


Se tiene 


n 14 E 
lim, AE 3 ff 6c+y)dy= Lim os 


y entonces 


11 
ff, »=w- STE 


Nótese que en este caso se tiene la sumabilidad de una función que, sobre A 


tiendea +00 para (x,y)—00 . 
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de xy? 
35 - Demostrar que la función e no es sumable en el se- 


miplano x>30 


Tomemos como dominios que tienden a tal semiplano los rectángulos T, 0< 


<x<n , -n<y<n) . Tendremos 
2 
2 n n _ ny 
Sf EX” dx dy = f dy j a f le dy, 
me a '0 mara 
t 
y poniendo y= 
V n 
2 DN pl 
Sí EY” dx dy = LA as 
T, n Y 


Para n—«o  ,elfactor V n tiendea +0 mientras el otro factor tien- 
de a un límite finito (y precisamente a 2 v sí como sigue de la (3) del ejer— 
cicio 25). 


Entonces 


2 
lim ff EY” dx dy = +00 
n= 7 
n 


lo que prueba la tesis. 


36 - Siendo A la faja x>0 , 0O<y<a demostrar que las 


funciones 


EX, ye*, ecos), 


son sumables en A y calcular las integrales respectivas. 
Para las primeras dos funciones (no negativas en A  )se tiene inmediata — 


mente 
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a n 
e E =xE SS ZAR 
ff ¿ axoy- ua, | dy f eFax=lim a(-o")=a , 
A lo 
a n a? 
ye * dxdy= lim f y dy e*dx= lim — (1-8”)= 
A no (0 no 2 


La sumabilidad en A de las otras dos funciones queda asegurada tras obser 


eX sen (xy) < e. xy _ o 
e E má 


var que | E* cos (xy) | st 


Se puede entonces escribir 


a n 
ff e* cos(xy) dxdy= im, f dy f E *cos(xy) dx= 
A 0 0 


a +00 2 a 
= [ dy f e* cos (xy) dx = Y - arctga 
o lo Tea 


Conviene notar que se hubiera podido también escribir 


n a 
fJ e* cos (xy) dxdy= Lim, f Xdx f cos (xy) dy = 
A '0 '0 


n - 
-4m, | sen (2%) dy 
que! lo x 


lo que, confrontado con el resultado precedente, permite obtener la fórmula 


(*) Se ha realizado un pasaje al límite bajo el signo de integral que debe ser justificado. Se trata de probar que 


a +0 a n 
lim ES dy Ú e* cos (xy) dx— f dy / e* cos (xy) dx Jo 
pol lo o o 


lo que resulta de observar que la expresión entre paréntesis cuadrados es igual a 


a +0 a +00 
f dy f e* cos (xy) dx que, en valor absoluto, no supera f dy f ex dx =aer . 
o 'n o 'n 


XXV -37 208 


+0 
e£X sen (2x) dx = arctg a 
lo x 


Para la última de las fórmulas en consideración se tiene 


hs a n Xx 
SJ eS sen (Y) qa dy= Jin f S f 5 E ax 
IEEE 0 0 


a +00 x e) 
E f dy í E sen y) yz 
o vo E 


y entonces, teniendo la (1) en cuenta 
Be > 1 
$ en ex ay | arctg y dy = a arctg a - Llog (142?) 
A 0 


Como también se hubiera podido escribir 


— BD x a 
SS a a ay 11m, | O ES 
A ASS 0 


ón fi e% La - eos (8x9 ] de 
lo x 


n—o 


(a) 


tras confrontar esta expresión con el resultado precedente se obtiene esta otra 


fórmula 


ON A 
/ Places ar a arorga 109 (1482) 
0 


x 


(2) 


37 - A partir de la fórmula (2) del ej. precedente deducir 
que es 

es El > 2 E 
0 j DEL dx E e E EXE ax - E 

0 5 0 


(*) Pasaje que puede justificarse de modo análogo al precedente. 
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3 


-37 


18 


Si en la integral del primer miembro de la citada (2) se pone x= + se 


iene (suponiendo a>0 ): 


FL 1 -cost 1 
f ed L2EL dt  arctg a - 37 108 (1+a2) 
( e 5 


y, en consecuencia 


poi 

a xr 
Lim fa z (3) 
o), a 


Para llegar a la (1) queda por probar que en el primer miembro de (3) pue- 


de realizarse el pasaje al límite bajo el signo de integral, o sea que 


+_t 
1 seta - Ecos diN=0 
0 t 
Esta última equivale a la 


+00 E 
1, / (1-0 Ey LOSt aro 
a—+0), t 


Para demostrarlo observemos que, dado £ > 0 ,puede escribirse teniendo 


en cuenta que para t>0 setiene 1-e <t ye 


+0 _t eL A 
f (1-e a, 1 ES den f (1-e a, 1-cost des 
0 id 0 


2 
4. 2 t 
+00 4/, 
€ - 
+ | a 
4/e Y 0 


y entonces resultará ciertamente 


+0 £ 
E 
f a- La << 
o t 


XXV-38 210 


4/6 
apenas se elija a> + S E dt 
0 


La (2) se deduce después de la (1) poniendo x= 2t 


38 - OBSERVACIONES SOBRE EL CALCULO DE LAS INTE- 
GRALES DE FUNCIONES SUMABLES DE VARIAS VARIA-— 
BLES. 

Para el cálculo de integrales dobles o triples de funciones continuas en domi- 
nios acotados y medibles conocemos las fórmulas de reducción dadas en ' Lec= 
ciones", Cap. XXH, noS 5, 6 que transforman tal cálculo en el de dos o tres in 
tegrales simples sucesivas. Nos podemos ahora preguntar si tales fórmulas de 
reducción mantienen su validez en el caso de las integrales de funciones suma - 
bles en dominios acotados o no acotados. La cuestión es bastante difícil de estu- 
diar y se le ha podido dar una solución definitiva solamente en el ámbito de la 
integral de Lebesgue, de la que daremos algunas nociones en el ej, 50, 
El lector encontrará allí enunciado un teorema general, llamado teorema de 
Fubini, que afirma la validez de las citadas fórmulas de reducción (con algu- 
nos detalles que podrán verse en dicho ej. 50); valen entonces también las co — 
rrespondientes fórmulas de inversión del orden de las integraciones. Como la 
teoría elemental de las funciones sumables, expuesta en "Lecciones", Capítulo 
XXV, que hemos hasta ahora usado, es un caso particular de la integral de Le - 
besgue, podemos decir que las fórmulas de reducción y de inversión del orden 
de las integraciones son siempre aplicables (una vez confirmada la sumabilidad 
de la función a integrar). 


Por ejemplo, volviendo al ej. 27, se puede sin más escribir 
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$, dx dy _ 2% A 
x+ y x+y o ge x 


1 


o = 2 log 2 
o 


Con el mismo criterio el lector puede volver a ver los ej. 28, 29, 31, 32, 33, 
34, 36; otra aplicación se encontrará en el sucesivo ej. 39. 

Otro problema que surge es el del cambio de variables en las integrales múl- 
tiples, ¿Valdrán todavía para las funciones sumables teoremas análogos a los 
dados en "Lecciones", Cap. XXII, n%5 7, 8, 9 para las integrales de las funcio- 
nes continuas? No podemos aquí ocuparnos de este problema; nos limitaremos a 
decir que siempre se podrá estudiarlo directamente caso por caso, apoyándose 
en los procedimientos de cálculo de las funciones sumables, 

Utilizando las notaciones habituales, si se fija una sucesión T, 


Ey de dominios acotados y medibles que tienda a A -N , se tendrá 


a... 


| sar lim J £(P) ar mM 
A AD 


y en la integral del 22 miembro (de función continua en un dominio acotado y me 
dible) es posible realizar el cambio de variable, bajo las condiciones indicadas 
en el teorema antes recordado; quedará solamente, tras ésto, estudiar el pa— 
saje al límite señalado en (1) sobre las integrales transformadas. 


2 


Nos limitaremos a dar un ejemplo simple. Sea ax? + 2bxy + cy“ una forma 


cuadrática definida positiva (se tiene, entonces, a >0 e>0 , ac-b2> 
> 0 )y se desea calcular la integral doble 


NE 
E Sí pes +2 bxy +cy' dx dy . (2) 
S: 


2 
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sobre todo el plano S, . Tomando como sucesión ([ T, | ladelos domi — 


nios acotados constituidos por las elipses ax? + 2bxy + ey? =n2 se tendrá 


(md A 
1 Loa Sí ¿eórzntol cda , e) 
To 


m0 


Realicemos una rotación de los ejes coordenados, es decir, un cambio de va— 
riables del tipo 

x=Ecos 0 - nsen8 » y= Esen0+ r cos 0 5 (4) 

de modo que los nuevos ejes coordenados E, T  Coincidan con los de las ci- 

tadas elipses, Tras fácil cálculo, o también aplicando conocidos teoremas de 

Geometría Analítica, se encuentra que basta adoptar 6 de modo que sea 


tg20= a y que, respecto de los nuevos ejes, las citadas elipses tengan 


una ecuación del tipo aÉ2+ pn?=n? 


, donde a, 1 son dos constan- 
tes positivas tales que resulta 
af = ac - p? . (5) 
Puesto que el jacobiano de la transformación (4) vale 1 , se tiene 


He 2 2 
Ú A e ff A E an ÓS 
5 U,, 


n 


donde Un designa el dominio del plano E n limitado por la elipse a ES 


+pn?=0 


Poniendo ahora E= y Mo —— se obtiene 
p 
A Ó CI 
f E +pn2) ag dn- 1 SA a m 
Un Vap Sa 


2 2 


donde Sa es el círculo u +v2<n . Tras lo cual, de las (3) , (6) , (7) 


se obtiene 


y por último, teniendo en cuenta la (5) 


39 - Una vez dados el punto V(0,0,a) y la parábola y? = 2ax s 
z=0 , (a>0) ,denomínese C al cono que tiene V por vér 
tice y la parábola por directriz, y S a la esfera x24 y2 + 
+22-az=0 (fig. 79). Calcúlese: 1%el área de la parte C' del 
cono C que resulta interior a la esfera; 2% el área de la 
parte S' de la esfera S que resulta interior al cono. 
Para responder al primer punto, comencemos procurándonos una representa- 
ción paramétrica del cono C . La parábola dada puede representarse con las 
ecuaciones paramétricas 5 > y- 2 , Z=0 , variando y en 
[ -0, +0 ] . La generatriz de C que une V al punto genérico P dela 
parábola tendrá entonces por ecuaciones a y? x= vy=2(a -z) ysialo largo 
de ella tomamos la x como parámetro (poniendo x=u ,con u>0 pues- 


to que nos interesa sólo la hoja de C que está en el semiespacio x>0 ),ob 


tendremos para C las ecuaciones paramétricas 


2 


X=4 >, ¡PAU 3 2=2a- po w y (1 


son u variable en [0,+0] y ven [-0, +0] . Con las (1) 


las generatrices son las líneas y =cte. 


Fig.79 


Para individualizar la parte C' de C que queda en el interior de la esfe- 
ra S observemos que toda generatriz VP interceptaa S (además de en 
V )enunpunto Q correspondiente a cierto valor de u (variable de gene — 
ratriz en generatriz, es decir, función de v )que se obtiene resolviendo el 


sistema constituido por las (1) y la ecuación de la esfera S . Con fácil cálcu- 


2 
lo se encuentra u= a , de modo que permanece en el interior de laes 
(vé+ 
2 
fera el segmento VQ de generatriz que corresponde a 0 <u c, 
(2 + v*) 


Podemos entonces decir que la parte C' del cono sobre la que debemos fi - 
jar la atención está representada por las (1) cuando el punto (u,v) varíe en 


el dominio base A definido por las 
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2 

cr 
e+v2)? 

2 
pd ia y oi 
E E A , 


y entonces, 


Sea 
E=- 0 ae, 


EG -F?2= He (+ 22 


Se tendrá así 


área C!= + ff u(v? + 2) du dv = + j (2 + 2) dv udu= 
A 


vale decir, 


área C'= 


am V2 2 
16 


Pasemos al 2% punto. Llamando Q aun punto cualquiera de la esfera, la 
semirecta VQ cortará al plano xy enunpunto P(E, TM ) , pertenecien- 
do Q ala parte S! interior al cono si y sólo si el punto P resulta inte- 
rior a la parábola, vale decir, si n? <2aE . Tomemos entonces como pa - 
rámetros, sobre la esfera S , alas coordenadas E, y del punto P..La 


recta VP tiene las ecuaciones e mo os + y corta a la esfera S en 
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el punto V yenotro Q que tiene por coordenadas a 


2 2 DE 
A A ABE 
es q2+ 2? es q2+22 O 
Estas son las ecuaciones paramétricas de la esfera S yla parte S' por 
2 
considerar tiene el dominio base B definido por -w <n <+ow , - Ss 


5 ST 0 


De las (2) sigue 


x Te” , El » 
ET tray? E (e pa (5% era)? 
2a? En (2-04 0? 247 
A A A TI 
(5% %aó) (En +a?) (8% n+a>) 
al al 2 4 
A CRISTO V EG -F?- ——22— 


(524 q2+a2) (es nar 


teniéndose, en consecuencia, 
Me 


7 +00 +0 
| | an | PENA 


Z= 
( Es: n2+a2? -m ind ( 5% n2+a?, 
2a 


+0 
=2l E: E A A O, O de = 
2 2 A, 2 7? 5 

0 ” Es n+a de Es+Tn+a 
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+0 +0 2 
4 z AS OA IE 
=a A — -2a j . 
Í, A TE n? +a? 2 2402) (ra 37 03 n2+a2 n22a2)? 


d( 


n 
= ) 
(12 + 292 a? V n2+a2 


de estas integrales se puede, mediante una integración por partes, transfor — 


Teniendo en cuenta que , la primera 


mar en 
2 +0 
2] [x n n 
a A A 
E 2a Y n?+a2 Vn?+ a jo 
+00 2 
AE. — in gas O 
ni +a? Vn? +82 (m2 22?) o EN n2+ 282) 


Se tiene, entonces, 


área S! = 28% des ta Aca dn= 
o mirad 24 22? (+22 n?+ 282) 


+0 2 +0 R á 
= - 28% —_ E an - E (, dn = 
o (n2+2a2) o nes 2a2 4 2422? 


+0 

arctg Al -— -+ na? 2 
ayz n +22 

40 - INTEGRALES EULERIANAS Y APLICACIONES. 


La siguiente integral 
z 1 -1 
B(p, q) = f (AS O ESO E 10) 
'0 


denomínase integral euleriana de 1% especie o función Beta. 
La función B(p,q) de las dos variables p,q resulta definida por la (1) 


solamente si p>0 , q>0 ya que en los otros casos la función 
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xP a -x) 51 no es sumable en [ Di, L ] > 
Realizando en el 2% miembro de (1) la sustitución x=1-y se encuentra 
B (p, a) = E yl a -yP7 dy = Bía, p) por lo que podemos afirmar que la 
función E es simétrica respecto de las variables p,q 
El segundo miembro de (1) puede transformarse de varios modos; por ejem- 
plo, realizando la sustitución x= cos2t se encuentra 
Mo 
B(p,q) = 2 / cos PP is a (2 
0 
poniendo, en cambio, x 


+00 pl 
B(p,4) = f ASA (3) 
0 (+ Pa 


Si p,a son ambos enteros (positivos) de la (2) sigue, recordando los re- 


sultados obtenidos en el ej. 31 de "Ejercicios", Cap. IX: 


2p-2)!! (2-2)! ! 1)! (4-1)! 
B2: COD! Rarartt_ 0-1! 4-0 de 


(2p + 2 - 2)! (p+q -1)! 


Sienla (3) se pone p=a , q=1-a (naturalmente con 0 <a <1 ) 


+0 a] 3 
se obtiene B(a, l-a)= f = ñ dt ; se puede demostrar ( ) que es- 
o + 
ta última integral vale ===> de lo que se desprende la notable fórmula 
a 
us 
ANAL 0) ——— APO E O) eL) (5) 
sena 


Consideremos ahora esta otra integral 


+0 
r(s)= f ia, (s>0 (6) 
o 


(*) El lector encontrará la demostración en el sucesivo Cap. XXVI, ej. 117. 
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que tiene sentido sólo para s>0 (de otro modo la función no es sumable en el 
entorno del punto x=60 )yque se denomina integral euleriana de 2 


especie o función Gamma, Dela (6), con una integración por partes, se 


deduce 
+0 +00 +0 +0 
T(s+1) = Í Xx Fdx= [ **] -f (5% sx5 7 dx=s / xr dx, 
0 0 '0 0 
de donde surge la relación fundamental 
T(s + 1)=s T (s) : (Mm 


Si n es un entero positivo, aplicando sucesivamente la (7) se encuentra 
Fm) =(0-1)TM-1)=(M-1)(m-2T(n-2)=....=(n-1)! M(1) ; pero de 
la (6) se obtiene inmediatamente T(1)=1 y entonces: 

I(m)=(m-11 (8) 

Puede así decirse que la función Gamma constituye una exten - 


sión del factorial a los valores no enteros de la' variable. 


+ EX +0 2 
De la (6) sigue, además, r(L)= f La -=2 / e“ dt yenton 
o o 


a 


rbd: (9) 


teniendo esto en cuenta y de acuerdo con la (7) surge sucesivamente 


ces 


3 
A) 


y, en general, 


mil _(n-1 
2 AA 


MES (10) 


Demostremos ahora una notable relación entre la función Beta yla función 


r( 


Gamma, que se expresa con la fórmula 
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AN a 
F(p+a) 


B(p,q) = 


Se tiene, en efecto 


+0 +0 
Pp) Pía) = / A ax. | yu EY ay= fl PA AY) dx dy, 
o o Q 


donde Qindica el cuadrante x>0 , y>0 del plano xy . Realizando 
en esta integral doble el cambio de variables x=uv , y=(1-u)v quetrans 


forma Q enlafaja S(0<u<l1 , v2>0) del plano uv , se obtiene 
1(p) Pa) = ff APP q yA yl GUY y ds dy = 
s 


= fl Pl pq-l ay da dy= 
s 


pst El PO gl 
. Í A ay a > f Pa, 
o o 


pero, por las (1) , (6) esta última expresión vale B(p,q)- P(p+q) y así 


la (11) queda demostrada. De las (5) , (11) sigue inmediatamente 


x 
2 ra: —— 7 a) (12) 
sen Sa 


Existen tablas numéricas de la función Gamma que resuelven también el cál- 
culo de la función Beta /'por la (11)_7 . Estas dos funciones resultan frecuente- 


mente útiles para el cálculo de ciertas integrales. 


He aquí dos ejemplos 


A 5 
/ E ay? a 
lo 


(*) Si p,q sonenteros,la (11) sigue inmediatamente de las (4) , (8) . 
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brób Ba 


A 
2 3 32 


3 
+ E 
4 Po > 
-/ 2— dx fporla (8/= B(F, Pp 
0 


8 
E 
o (1+x)2 


(Lex) 
1 1 3 3 
pro PD ss 
MA =[ por la (7) 7= ni =7 Ele) cy) = 
= [por la (12) 7= a n _3nV2 
£ 4 
sen Ad 


41 - Determinar el baricentro del sólido no acotado S obte- 
nido haciendo rotar alrededor del eje x el rectanguloide 
(no acotado) del plano xy definido por x>0 , O<yc<x €, 
(a >0) 

La curva y=X A ¿E tiene el comportamiento señalado en la fig, 80, en la 
que se ha supuesto a > 1 (cfr. "Ejercicios", Cap. X, ej. 49). El baricen — 
tro buscado se encuentra evidentemente 
sobre el eje x .Suabscisa E que 


da determinada por la fórmula 


Myrna 
$ bdo 


+0 
á x dx $ dy dz 
0 Cx 
+0 
S dx Sí dy dz 
lo E 
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donde Ch, indica la intersección de S con el plano perpendicular al eje x 


en el punto de abscisa x  , que resulta ser un círculo de radio x" e* delo 


que sigue ff dy dz = área Cy = nx2o ¿2 . Se tendrá así 
Cx 


+0 
f 20H L 2 
__% 
SS +00 S 
f 20 ¿E dz 
0 


00) 


Estas integrales no pueden calcularse elementalmente; sin embargo observe - 


mos que, con una integración por partes, puede escribirse 


+00 +00 +0 
$ E ES f E 
o o 


1 +0 
= (a+) j 29 2 dx 
0 


por lo que se llega a 
1 
E= a+ 2 
Se habría podido también efectuar en las integrales (1) la sustitución 2x=t 


y tener en cuenta el ejercicio precedente, con lo que se habría obtenido 


+ t 
/ Part a 
( 


1 1 IQa+2 1 Qa+1)1(2a+1) A 
E=> a a SFERS 
2 2 12a+1) 2 1Qa+1) 2 


+0 
f 2er as 
0 


42 - FUNCIONES DE NORMA SUMABLE; SISTEMAS DE FUN-— 
CIONES ORTOGONALES. 


Sea A un dominio medible (acotado o no) del espacio S, , £(P) , g(P) 


dos funciones (reales o complejas) sumables en A  . El producto tf(P)-8(P) , 
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py 5 
en general, no es sumable en A (*), en consecuencia el cuadrado (o la norma) 
de una función sumable no es, en general, una función sumable. (Basta conside- 


rar el ejemplo de la función 0 que es sumable en [ 0,1] mientras 


no lo es su cuadrado). 


Diremos que una función f(P) , generalmente continua en A esde nor- 
ma sumable en A /lo de cuadrado sumable en A, sisetra- 
tase de una función real 7 cuando la función | £(P) |? /G1a 1%(P)7 es suma 
ble en A . También es frecuentemente usada la denominación de función 
hilbertiana en A 

Sobre estas funciones se tienen los siguientes teoremas: 

I-Si f,g son funciones hilbertianas en A el producto de 
las mismas fg ,es una función sumable en A 

Dem. Se tiene, en efecto, (|f£] - | 81 )2>0 ,dedonde, |fg| < 

+ £] 2, + lel 2 ; siendo el segundo miembro sumable por hipótesis , 
también lo será el primero. 

O -Si f es una función hilbertiana en A y A tiene medi- 
LS 0 
da finita, f será sumable en A . 

Dem. Es un caso particular del teorema 1 cuando se asuma g=1 (pues 

ésta resulta hilbertiana en A , dadoque medA<+ wm ). 


HI - Una combinación linea! de funciones hilbertianas es u — 


na función hilbertiana. 


(*) Obsérvese, sin embargo que (P) g(P) resulta sumable en A cuando al menos uno de los dos facto- 
res f(P),9(P) está acotado en A  ;la demostración es inmediata. 


1 
(El teorema no vale, en general, si med A = +00 . Basta para evidenciarlo el ejemplo de > ,que 
xl 


1 
essumableen [ 1,+c0 ] ,mientrasque —— “noloes. 
x 


XXV -42 224 

Dem. Siendo a , f dos constantes tendremos | af+ pg|?-= 
=(er pora Ba dar 181? 1012 apro + 
+apte < la/2]01% pr 181%+2l apre] <2 la]? 101% 
+2] el? | gl? , y esta última función es sumable por hipótesis, 
IV-Si f,g son funciones hilbertianas en A , vale la deno- 


minada desigualdad de Schwarz: 


2 2 2 
| ccoo] AN E (1) 
A A A 


Dem. Cualesquiera sean a, p reales se tiene 


j |£|2ar+ 
A 


J (af |+ ple |r)ar>o0 Osea, a 
A 


| 1ostaro 9? f le 1%ar>0 
A 'A 


El primer miembro de esta desigualdad es una forma cuadrática en a, B 
además resulta semidefinida y entonces su discriminante es no negativo. Escri- 


biendo esto obtenemos 


2 2 2 
(A A MES >0 
'A A A 


por otra parte 


I 
S ser! pd 
A | 


A 


y de estas relaciones sigue la (1) , que es lo que queríamos demostrar. 
Supongamos ahora dada una sucesión 


(*) Recordamos quecon Z seindicael conjugado de z 
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LO, DNB, +, (MP, .... (2) 

de funciones hilbertianas en A , ninguna de las cuales sea idénticamente nula, 
Diremos que tales funciones son ortogonales , o también que constituyen 


un sistema ortogonal cuando resulta 
/ E (P) La (P)daT=0 ss (para mán). (3) 
Nótese que si m=n , resulta en cambio [. 07, oe | |£, 2) |far> 
A A 


> 0 ¡indicando con Cy el valor de esta última integral si considerásemos , 


f 
en lugar de las (2) , las funciones Bn.) = a , Mel, 2, 3, .:..). ten= 
n 


dríamos, evidentemente, 


=0 (si mán) 


S Bn (P) E (P) AT (4) 
A 1 (si m=n) , 


en cuyo caso diremos que el sistema de las £n(P) es ortogonal y normal 
obrevemente, ortonormal. Entonces de todo sistema ortogonal 
de funciones puede deducirse inmediatamente otro que sea 
ortonormal. 

Es casi superfluo obeervar que, si se trata de funciones reales , las (3), 


(4) resultan ser 


=0 ,si mán 
fin fp IT=0 , (para mán); EmEn9T 
A A 


=1 ,si m=.n . 
El lector verificará inmediatamente que el sistema eX , (n=0, 11, 22. 
q 


..) es ortogonal en [ 0,21 ] y que el correspondiente sistema ortogonal 


Lo 
ME 


Otros notables ejemplos están presentados en los tres ejercicios siguientes, 


es 
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43 - Demostrar que los polinomios de Legendre P,(x) (véa - 
se "Ejercicios", Cap. VI, ej. 23) constituyen un sistema ortogo— 
nal en [-a, 1 ] . Construir el correspondiente sistema or- 
tonormal. 


Los polinomios de Legendre están definidos por 


e A A 
PQ )=1 ; E 0)= Pan penado a) 
de lo que de inmediato sigue 
A o 
n 2 py? 


donde los puntos suspensivos indican términos de grado inferiora n ., Toma- 
dos dos polinomios distintos Pi 6) , Pp(*) (con m<n) para probar que 
l 
resulta j $ Php 2%) Pa (%) dx=0 bastará hacer ver que 
E k 
f xP, (x)dx=0 , (para k=0,1,...., n=). (8) 
1 


Se tiene, en efecto, por la (1) : 


1 1 
xp, (x) dx — [|< L£2-7o 


1 2 


Transformando esta última integral con k sucesivas integraciones por par- 


tes, se encuentra fácilmente 


1 o 
f xp, 0 a (1 = f ES (2 - 1 dx = 
1 Pon y- 


-k-1 1 
e e ela] (4) 
n! 


de lo que sigue fácilmente la (3) 
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En cambio si k=n ,la (4) resulta 


1 n 1 1 
al 1 
L xp ex) dx = l Sa f 0d -1) dx = 5 f Ay dx 


x 
12 y 1 (2m 

cos tdt= A 

o 28 (2n+1) 


1 1 
A f (12 dx 
m2 Jo 


y, en consecuencia, teniendo presente las (2), (3) se tendrá 


ps » 1 
2 lato. (2n)! ob n 
PÉ (x) dx= ——— XP +...) P, (x) dx = xP (x) dx = 
fi pus Ls a a 


(2n)! 


Mty? 20mL (ans 1ytt +1 


Concluimos así que el sistema 


ES 


es ortonormal en [a oe! ] 


Pa), (M=0,1,2....) , 


od 
44 - Demostrar que las funciones e z Ly e) , donde L,() son 


los polinomios de Laguerre (véase "Ejercicios", Cap. VII, ej. 23), 
constituyen un sistema ortogonal en [ 0,+0m ] . Construir 
el correspondiente sistema ortonormal, 


Los polinomios de Laguerre están definidos por las fórmulas 


zx 0 a e E 
Ly0)=1 ; Lp0)=e A ,» M=1,23,...) , (1) 
y se ve inmediatamente que resulta 
Lp 00 = CIA. (0) 


Se trata de demostrar que 
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pe 
2 


+0 x E +0 
f e2 L,(x)e toa | E Ly (%) Lp (x) dx =0 , 
0 0 


(para m<n) 


lo que se logrará si se hace ver que 
+00 
j EL ax =0 , (para k=0,1,..., ni) . (8) 
0 


La demostración de la (3) es totalmente análoga a la expuesta en el ej. pre - 
cedente y la dejamos para el lector. 
Procediendo como en el citado ejercicio se encuentra después que 


+0 
/ e* ¡E (x) dx = (ar)? y, en consecuencia, que el sistema 
0 


(M=0,1,2,3, .....) 


es ortonormal en [ 0, +0 ] 5 


x2 


45 - Demostrar que las funciones e? Hp), donde H, 60 son 
los polinomios de Hermite (ver "Ejercicios", Cap. VII, ej.23)cons- 
tituyen un sistema ortogonal en [-0. +0 ] . Construir el 
correspondiente sistema ortonormal. 


Los polinomios de Hermite están definidos por las fórmulas 


2 ¿2 .. 2 
H09=1 ; H0)= (1) e* o a) 0) 
y es fácil verificar que resulta 
O ALA e) 


(*) Teniendo en cuenta la (1) la (2) se transforma de inmediato en la 


AS TN Ae EE 2 
¡CAE CES 
an a ant 


2n 
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Se tiene, suponiendo m<n 


+00 +0 


e Eo 


7 H_0)-07 H,q)dx= He) aye” a O dar 


+0 dd da 
E e 
= (1) f E 


y, transformando esta última integral con m sucesivas integraciones por par 


tes, aprovechando la (2) tras cada una de ellas: 


+0 +0 
-£ E n-a nn e 
e? H,)e2 Hpix)dx=(-1)""(2m)!! ir (6% )dx= 
- 00 - 00 
a quam-1 3 
1) (0 re CN] =0 (si m<n) 
¿qa am-1 EA 


enn f 3 Pa (si m=n) 
-0 


El sistema considerado es, entonces, ortogonal y el correspondiente sistema 


ortonormal es 


> (n=0, 1, 2, ....) 


46 - INTEGRALES IMPROPIAS (ver "Lecciones", Cap. XXV, no 10) 
Sea £f(P) una función generalmente continua en un dominio A medible, a- 


cotado o no, con el conjunto singular N (eventualmente vacio). Sabemos que, 
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tante este hecho, algunas veces es útil considerar integrales impropias 
dela f(P) sobre A , enel sentido que se ha precisado en "Lecciones", Cap, 
cit, 


Retomemos dos ejemplos ya vistos en "Lecciones"; 


sen x 
Xx 


1) La función no es integrable en [ 0,+0wm ] ; sin embargo es 


sen Xx r 
li mo f —=— dx = 7 (como se desprende de lo ya dicho en "Lecciones" y 
q lo 2 


o 
xn 
LO ai (0 > 


+ 
en el ej. 37), por lo que existe la integral impropia ' Xx 2 
0 


bre la sucesión de los intervalos T, del tipo [ o, n] ); 


2) La función L no es integrable en un intervalo acotado del tipo [a, b] y 


1 
-L e 
con a,b positivos, existe, sin embargo, el lim ( a —=)= 
n— a Y ALTOS 
n 
ps , O sea que existe la integral principal de Cauchy 


= log 
LN 
Í, x= log - (es decir, la integral impropia sobre la sucesión de 


los dominios qu constituida por dos intervalos del tipo 
EN 

Naturalmente el valor de una integral impropia depende de la sucesión particu 
lar Í Ta ) que se usa para definirla . Tal es así que si, en el segundo ejem - 
plo hubiésemos usado la sucesión de los dominios constituidos por los dos inter- 


valos [a, -2 ] [| 2,b ] , habríamos obtenido 


e ERA p7 bi b 
US Ay 
sm eS dx + Lo =5)- Lim dog ¿2 +log 22) = log — 


—00 
-a 


Como otro ejemplo retomemos el considerado en el ej. 30. Poniendo E =€ 
n 
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si se considera la sucesión de los cuadrados T¿ (€ 


IN 
» 
/N 
. 
m 
/A 
“ 
/N 
z 


se encuentra fácilmente 


lim ¡E dx dy = 0 ; 
E—0+ Te E az + y2? 


si se considera, en cambio, la sucesión de los rectángulos Es (€ ECLSIAN 


<y <1) se encuentra 


lim J 
E—0+ TE 


Advirtamos que a las integrales múltiples impropias no pueden aplicarse las 


fórmulas de reducción y de inversión del orden de las integraciones de las que 
se ha hablado en el ej. 38, lo que debe tenerse presente inclusive en el caso en 
que tengan sentido las dos (o más) integrales simples sucesivas. 

Por ejemplo se ha visto recién que la integral doble JJ, áe. dx dy 

024 ya? 

con A (0<x<1l , 0<y<1) no tiene sentido como integral de función in- 
tegrable, mientras puede tener varios como integral impropia; pero esto no tie— 
ne ninguna relación con el hecho de que tienen un significado preciso las dos ex- 
presiones 


1 a 1 DAGA z 
Pr. bu, [as [Ela 
0 0 («24 y22 (0 '0 


(si a > 0) 


(si a =0) , 


SA 
o 
ES 
1 
a 
E 
í 
pa 
da 
8 
Ss 
E 
A 
2 
2 
" 


s 
=-7> (sia <o0 
a ) 
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*rY2 -1/n 1/2 
J cera gu, cotgx dx + f cotg x dx )=0 
- T/2 Ps 1/n 


* (+00 n 
j senxdx= Jim, f senx dx =0 
E -n 


co 
Respecto de esta última fórmula hemos puesto el asterisco a la integral por- 
que también las integrales impropias de este tipo suelen llamarse integra - 
les principales de Cauchy (son calculadas sobre sucesiones de inter- 
valos que tienen al origen como punto medio) 
Daremos en los dos ejemplos siguientes otros ejemplos clásicos de integrales 


impropias de funciones de una variable. 


47 - Demostrar que valen las siguientes fórmulas (integra - 


les de Fresnel): 


+00 
L08X qq - j senx_ z Mw 
e (y o 


+00 +00 
/ cos (2, dx = / sen 1) dx = + V Xx S (2, 
0 0 


quedando sobreentendido que se trata de integrales impro - 


+0 n (*) 
pias definidas del modo: f ....=lim f te e 
o n—+o ) 


cos x 


Ye 


punto x=0 ¡pero es evidente que la función es sumable en todo entorno finito de tal punto. Que las fun 


(*) En la primera de las integrales (1) debe tenerse.también en cuenta la singularidad de 


cosx sen x 
ciones ds integrables en [ 0,+00 ] se puede hacer ver con un razona — 
x x 


miento similar al expuesto en “Lecciones” , Cap. XXV ,n.4 enel caso de la función 
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En primer lugar observemos que las (2) son una consecuencia inmediata de 


las (1) ya que, con la sustitución x= Y t se tiene por ejemplo 


n n2 +0 
2 1 cos t 2, 
cos(x“) dx = 2 dt y, por ende, cos (x) dx= 
0 0 y 0 


+0 
=+ j cost q 
0 


Basta entonces demostrar las (1) . Apoyémonos en la conocida fórmula /'véa- 


se la (2) del ej. 257 : 


+0 
2 4. 
f a qy A 
0 


1 eix 
—= 0) a 
2 E , (x>0) de la que sigue ye 


2 Ñ o E 
Le” / e dy 
ro 


La función del 19 miembro es sumable en [ 054 ] pudiéndose entonces 


escribir 
n +0 2 
AS L elX dx / dy. (8) 
o yx yu o 0 
ue xy? 
Puesto que es fácil reconocer que la función e es sumable en la faja 
S(0<x<n , y2>0) se puede, en el segundo miembro de (3) , intercam - 


biar el orden de las integraciones (ej. 38); se obtiene así 


e) 


+0 a +0, ny 
e TZ óxo L 288 f w | Al Lo y 
yo 0 (y yr o A 
+00 +. 
| y e a 
153 0 y%+1 ES 


Esta última integral es, en módulo, menor que 


2 
Sa: 
Pei Ena en | £ Y ay, 


e 
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E A 
vn f, dra da 


y, en consecuencia, tiende a cero para n-—-+0w  , Se deduce así 


+0 ix 
e x n 
a E 
lo yx 2 


y, Por ende, la (1) 


48 - Sea f(x) una función continua en [o, +0] tal que la in- 
+0m 
tegral impropia a dx ,con a >0 , resulte conver- 
a 
n 
gente (como lim, f ....). Demostrar que, si a>0 , b>0 
E a 


se tiene la fórmula de Frullani 


+0 
j Fí0x) 100%) y, = £(0) log b J (1) 
o x a 


donde la integral escrita es, en general, impropia y debe considerarse definida 


n 
como: Lima [as 
E-0t € 


n—+00 
Se tiene 
n ás n n 
Vins A A YE S AN j o 
E--0+ E e—0+ x E 
Dn--+00 D>+0 € e 
= lim. ( E lO ae Hd - 
e-0 ae * be 
n—+0 
+00 be 
= lim ( 10 a Í 10 q - Lim f O a 
E-0t ae  * be f es ae  * 


por el teorema de la media generalizado esta última integral es igual a 
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De a b 
(8) 8 ES £(8 ) log o donde E denota un punto oportuno del in- 
tervalo que tiene por extremos los puntos ag , be ;de aquí que, por la 
continuidad de f(x) enel punto x=0 el límite buscado valga f(0) log 2 $ 
que es lo que queríamos demostrar. 


La (1) permite innumerables aplicaciones; por ejemplo con f(x) =cos x , 


49 - NOCIONES SOBRE LA INTEGRAL DE LEBESGUE 

En el Cap. XX, ej. 16 ya hemos dado la noción de conjunto acotado medible 
L (según Lebesgue) . Tal noción se extiende de inmediato al caso de los con - 
juntos no acotados con el mismo método que hemos seguido en "Lecciones", Cap. 
XXV, n% 1 en el caso de los conjuntos medibles J , a saber: diremos que un 
conjunto no acotado E es medible L si, fijado arbitrariamente un interva- 
lo R ,el conjunto acotado ENR resulta medible L . Si esto sucede, se 
define la medida de E igual al número m(E) ,finitoo +00 , extremo su 
perior del conjunto numérico descripto por m(E NR) , cuando R varía ar- 
bitrariamente. 

Se extienden fácilmente al caso de los conjuntos medibles L , acotados o 
no, los teor. 1, II, ..., VII dados en Cap. XX, ej. 16, con la única adverten - 
cia que las medidas pueden ser infinitas, por lo que, por ejemplo, en.el segun— 
do miembro de las (4) , (4') del ej. citado pueden figurar series, cuyos tér— 
minos son todos, o en parte, iguales a +0 ;se debe, entonces , interpretar 


que tales series tienen suma + 00 


Deseamos ahora dar algunas nociones relativas a la integral de Lebesgue. 


XXV-49 236 

En "Lecciones", Cap. XXV, hemos considerado solamente funciones ge- 
neralmente continuas; aquí conviene considerar una clase mucho más ge 
neral de funciones: la de las denominadas funciones casi continuas (se- 
gún Tonelli). 

Sea E un conjunto medible L del espacio Ss, que, en un primer análi - 
sis, supondremos acotado , ysea f(P) una función definida en puntos de 
E . Diremos que la. f(P) es, en E , casi continua si, fijado arbitraria — 
mente E£ >0 , existe un conjunto cerrado C¿  contenidoen E que veri- 
fica las siguientes dos condiciones: a) m(E) -m(C¿)<e ;b) f(P) conti - 
nuaen Cg . En el caso enque E sea no acotado , diremos que la 
f(P) es casi continua en E si, fijado arbitrariamente un intervalo R , le 
f(P) resulta así en el conjunto acotado ENR 

Es fácil ver que las funciones generalmente continuas consideradas en "Lec - 
ciones' son un caso particular de las funciones casi continuas. Es también fá- 
cil demostrar que, si f(P) esen E casi continua, el conjunto de los puntos 
de E en los que puede no estar definida la f(P) es un conjunto de medida nu 
la. 

Dicho esto, demos el modo de definir (cuando sea posible) la integral de Le — 
besgue de una función casi continua extendida a un conjunto medible L . Con= 
sideraremos cuatro casos sucesivos. 

qn caso) Sea f(P) continua en el conjunto C cerrado y aco 
tado. 

Se define en este caso la integral / f(P) dT con un procedimiento análogo 
al visto en el Cap. XX, ej. 16, para e m(C) .Precisamente, fijado un in 


tervalo R 2 C , se hace una descomposición coordenada D de R con 
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norma $  ysebuscan los intervalos Ry, Ra, ...,R, de D que tienen 
por lo menos un punto común con C Indicados después con m;, M¡ el mí- 
nimo y el máximo, respectivamente, de la función continua f(P) en el conjun- 
to cerrado y acotado CN Ri; ycon P¡ un punto cualquiera de CM R¡ ,se 
pone (naturalmente tras haber demostrado que los tres límites que se indican e- 
xisten finitos y son iguales entre sí): 


n 
£(P) dT = lim E m, med R, = lim M, - medR; = (1) 
Í. == di e > 


n 
= lim f(B) med R; 
pad i i 


20 caso) Sea f(P) casi continua y acotada en el conjunto E 
acotado y medible L 

Entonces, fijado arbitrariamente € > 0 , existe un conjunto cerrado (y a- 
cotado) Cg  ,contenidoen E , cuya medida difiere de la de E en menos 
de €  yenelquela f(P) es continua. Según la definición introducida en el 
19" caso, podemos considerar la integral f(P) dT . Se demuestra, a — 


€ 
provechando la hipótesis de que f(P) es acotada, que existe de 


terminado y finito el LE f f(P) dáT y entonces se pone por definición 
Ce 


[coro 158 J £(P) aT (2) 
E RO 


€ 


o, lo que es lo mismo, 


£(P)dT = li 21 
E (P) mo) om(E) [10 dT (21) 


*" caso) Sea f(P) casi continua en el conjunto E acotado y 


3 


medible L 
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Vale todavía, como antes, la consideración de la integral / f(P) dT ¡pe 
ro, como se ha abandonado la hipótesis de la acotación de f(P) , ya no se pue 
de asegurar que exista finito el límite (2) o (2') . Es necesario imponer a 
la f(P) alguna otra condición y, precisamente, la de ser sumable en E, 
con lo que se quiere significar que la integral E | £(P)| dr se man 
tiene acotada cuando € varía, Conesta conilición se demuestra 
que todavía existe, determinado y finito, el límite (2) o (2') que se asume co- 
mo definición de la integral j f(P) dT 

4% caso) Sea £f(P) casi E ObIAd en el conjunto E no acota- 
do y medible L 

Pasando al caso de E no acotado se dirá que la f(P) es sumable en 
E si, fijado arbitrariamente el intervalo R ,la f(P) resulta suma - 
ble en el conjunto acotado ENR y si, además, la integral 
J LE) [ar se mantiene acotada mientras R varía. 

ENR 

Si esto sucede se demuestra que existe determinado y finito el límite de 
J f(P)dT cuando R tiende al espacio S, ;se pone, entonces, por 

ENR 


definición 


£(P)dT= lim j £(P) ar . (3) 
E R=S> JeEnR 


Se han contemplado así todos los casos posibles: en los dos primeros la inte- 
gral de Lebesgue existe siempre (es decir, la función es siempre sumable) ; en 
los otros dos se puede hablar de la misma solamente si la función es sumable 
Nótese que la sumabilidad de una función f(P) está siempre acompañada por 
lade | £(P) |. 


El concepto de función sumable que hemos dado en "Lecciones", Cap. XX Ves 
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un caso muy particular de la sumabilidad más general ahora introducida. Prés- 
tese atención, sin embargo, al hecho de que esta mayor generalidad debe inter- 
pretarse en el sentido de que el concepto de sumabilidad según Lebesgue puede 
aplicarse a las funciones casi continuas, que son extremadamente más genera— 
les que las generalmente continuas; pero no en el sentido de que ciertas funcio = 
nes no sumables según el concepto elemental puedan resultarlo adoptando la in - 
tegral de Lebesgue. En otros términos: las funciones sumables o no sumables 
en sentido elemental se mantienen sumables o no sumables, respectivamente, en 
el sentido de Lebesgue; hay, eso si, una clase muy vasta de funciones para las 
cuales la sumabilidad elemental no puede ser considerada (por no ser general — 
mente continuas) mientras que vale para ellas la sumabilidad según Lebesgue- 

Enumeramos ahora las propiedades fundamentales de la integral de Lebes — 


gue. () 


ES J | em | ar 
E 


I-(Aditividad de la integral). Si la función f(P) es sumable 


I - Se tiene | J £(P) dr 
E 


en un conjunto E que sea unión de un número finito o de u- 


na infinidad numerablel ) de conjuntos Ey, Ej, Ez, dos a 


dos sin puntos comunes, se tiene. 


j £(P) ar = 7 J £(P) dr 
E E, 


Era 
Esta propiedad continúa valiendo si la hipótesis de que 


(*) Al enunciar estas propiedades se sobreentenderá que todos los conjuntos considerados E , Ey ¿Ezn-. 
son medibles L. 


(**) Nótese que, para la integral de Lebesgue, la propiedad aditiva vale también para una infinidad nume— 
rable de conjuntos. * 
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los conjuntos carezcan dos a dos de puntos comunes es sus- 
tituida por la de que la intersección de dos cualesquiera 
de ellos tenga medida nula. 

Di - (Distributividad en la integral). Si las funciones £,(P), 
La(P), ..., fp(P) , (en número finito), son sumables en E sien 
do Cp Car ++.» Cp constantes cualesquiera , la función 


e£ (P) + Co fo (P+... +2, £, P) resulta también sumable y se 


tiene 


f tes (P) +03 (P) +... + fp (P) ] dT = 


=01 j | f2 (P)AT+....+Cp J fp (P) ar 
E E E 


IV - (Absoluta continuidad de la integral). Si f(P) es suma- 
ble en E ,fijado € > 0 puede determinarse un %¿ > 0 tal 


que, para todo conjunto medible G ,contenido en E con 


[ £(P) dT 
G 


Más general aún; dado € > 0 es posible determinar un 


m(G) < $ , resulta <€ 


intervalo R¿ y un número $¿ positivo tales que , para 


todo conjunto medible G contenido en E con m(GNR¿¿< 


f £(P) dr 
G 


V-Si m(E)=0 una función arbitraria f(P) resulta sumable 


< $ ¡resulta < € (cfr. ej. 7). 


en E y ose tiene f(P)dT=0 , La función f(P)=1 es suma 
E 
ble en todo conjunto E de medida finita y se tiene dT = 
E 
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= m (E) 
VI-Si £(P), £(P) son sumables en E y para casi todol*) 
punto de E es f(P)>g(P) ,se tendrá J E(P) ar >| g(P) dT, 
valiendo el signo de igualdad si y sólo e para 7 todo P 
de E es f£(P)=8(P) 

Otra importantísima propiedad de la integral de Lebesgue la proporciona el de 
nominado teorema de Fubini relativo a la reducción de las inte - 
grales múltiples. 

Sea X (X1, Xa ++ Xp) un punto del espacio Ss de p dimensiones, e 
Y Y] Ya» +.» Ya) un punto del espacio Sy de q dimensiones; reuniendo 


las coordenadas de los dos puntos se obtiene un nuevo punto Z (a Xa -.. 


p> 
A+ Ya» >... Ya) del espacio Sp+q de p+q dimensiones, punto que tam—= 
bién puede indicarse con la notación (X , Y) . A continuación tendremos nece- 
sidad de considerar integrales sobre conjuntos de sh > Sq ' Sp+g ; para dis 
tinguirlas convendremos en indicar los elementos de medida de tales espacios 
con dX , dY , dXdY , respectivamente. 

Cuando el punto (X , Y) describe un conjunto E de 86 , los puntos 
X e Y varían en ciertos conjuntos E' de Ss; y E" de Sq E estos 
conjuntos E' y E" toman elnombre de proyecciones del conjunto E 
sobre los espacios Ss y sa » 

iijado arbitrariamente un punto X en S; se puede considerar el conjunto 


(eventualmente vacío) de todos los puntos Y de sg que, asociados al X fi 


(*) Se dice que una propiedad vale para cast todo punto de un conjunto E cuando vale para todos los 
puntos de E salvo, alo sumo, en los de un conjunto de medida nula. 
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jado, proporcionan un punto (X, Y) de E  ;tal conjunto, que indicaremos 
con 2Zp (X) sedenomina la intersección de E con el espacio 
(de q dimensiones) de base X . Es evidente que 2 (X) resul- 
ta no vacío si y sólo si X pertenece a la proyección E' . Análogamente, fi- 
jado un punto Y en Sq puede considerarse la intersección a (Y) 
del conjunto E con el espacio (de p dimensiones) de base 
y 

Que el conjunto E sea medible sobre el espacio So no implica que sus 
proyecciones E' , E" sean conjuntos medibles sobre s á sq , respecti- 
vamente, como tampoco significa que sean medibles sus intersecciones pS 
(sobre Sa ) y 25 (Y) (Sobre S| ). 

Dicho lo cual podemos dar el teorema de Fubini que, para mayor cla 


ridad, subdividiremos en dos enunciados. 


VI - Dado en el espacio Sb+q un conjunto medible E y con- 
siderada, para todo punto X de Ss , su intersección PS 
se tiene: 

" 
1) para casi todo punto X de So la intersección 20 re 


sulta un conjunto medible sobre Sa , quedando de este mo- 


Pp 


do definida, para casi todo punto de Ss la función 


m 
m[ ge] del punto X ; 

2)la citada función [00] resulta casi continua en 
, 

E 


3)si E tiene medida finita, la misma función es sumable 


en Sh y vale la fórmula 


243 XXV - 49 


f m [Eo] km “ 
Ss: 
Pp 

Un enunciado análogo vale para la intersección ES (1) y 


lleva a la fórmula 


1 
[¿o[Ezo]ora o 
S 
q 
A propósito de la (4) téngase presente que m [ e e] =0 cuando 


X cae fuera de la proyección E' de E sobre Sh ; pero, en generales ne 


cesario escribir J en lugar de j E porque no queda dichoque 
ls, ' 


, 
P 
E' sea medible; queda sobreentendido que, en los casos en que E! sea medi- 


ble, se escribirá simplemente f .... . Análogamente para la (4') . 
' 


VII - Sea E un conjunto medible del espacio Sp+q y f(X, Y) 

una función sumable en E . Entonces: 

1) para casi todo punto X de Sh la función f(X, Y) , consi- 

derada como función del punto Y , resulta casi continua y 
"” 

sumable en la intersección pm a); 


2) considerada la integral f a” FX, Y)aY , ésta resulta u- 
Lg 


na función del punto X casi continua y sumable en 5, 


3) vale la fórmula 


Tron oa / dx J OE YE (5) 
$ 
p 


E Eg 


que reduce el cálculo de una integral de una función de p+q 


variables al cálculo sucesivo de una integral q-ple y de u— 
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na integral p-ple 


Vale también la fórmula análoga 


f f(X, Y) dx dY = |. J £(X, Y) ax (5) 
E Sy (09) 


y por ende vale el teorema de invertibilidad del orden de 


las integraciones expresado por 


j ax J + tocar | ay b £(X, Y) ax (6) 
Ss» Ep A) E Ez (0) 


No se puede, en general, invertir el teorema precedente, o sea que puede su- 
ceder que tengan sentido los segundos miembros de (5), (5') Anclusive de mo 
do que valga la (6597 sin que la f(X,Y) sea sumable en E ; para 
que esto suceda es necesario agregar alguna hipótesis más sobre la función £f , 
por ejemplo que tenga signo constante. Vale, en efecto, el siguiente teorema 
de Tonelli: 

IX - Condición suficiente para que la función casi continua 
f(X, Y) sea sumable en el conjunto E es que para casi todo 
punto X de s la función l f(X, Y) | , considerada como 


"] 
función de Y , resulte sumabie en la intersección Eg (Xx) 


y, además, que la función J , | fo, Y)| dy ,del punto X, 
) 


sea a su vez sumable, en sh . Análogamente intercambiando 


X con Y 


50 - Agreguemos otras nociones sobre la integral de Lebesgue de las funciones 


f(x) de una variable x  , considerada en intervalos, 
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Introduzcamos previamente una definición. Se dirá que una función F(x) ,de 
finida en un intervalo [ a,b] ,esentalintervalo absolutamente con- 
tinua cuando, dado e > 0 puede determinarse un Se > 0 talque, fi - 
jado arbitrariamente un entero positivo n y elegidos arbitrariamente n in- 
tervalos [aj,b3] , [az.b2] ,..... [ Ap:bn] contenidos en [a,b], 
no sobrepuestos y tales que la suma de sus longitudes sea menor que $¿ ,re 
sulte 

| FOop-Fep] +] F(by)-Fíaz)| +...+| F(by)-Fíap) | < € 

Es evidente que toda función absolutamente continua es continua; pero pueden 

presentarse ejemplos que muestran que no es cierta la recíproca. Puede demos 
trarse el siguiente teorema: 
I-Toda función F(x) absolutamente continua en un interva- 
lo [a,b] es, para casi todo punto de tal intervalo, deri— 
vable; existe, entonces, la derivada F'x) en todos los pun 
tos x de [ a,b ij salvo, a lo sumo, los de un conjunto de 
medida nula. 

Tras este enunciado consideremos una función f(x) que sea sumable en 
[a,b] . Entonces, para todo x € [ a,b] tendrá sentido la integral de 
Lebesgue | a £(t) dt = F(x) quedando así definida en [ a,b ] la función 
Fx) +0 Ea ce constante arbitraria) que toma el nombre de integral in- 
definida de f(x) . Del teor. IV del ej. precedente se deduce muy fácilmen 
te que la integral indefinida F(x)+c de una función sumable 
f(x) es una función absolutamente continua. Por el teor. 1, la ci 


tada integral indefinida es, para casi todo punto, derivable. Pues bien; se de — 


muestra que la derivada F'(x) resulta en casi todo punto igual a la función 
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f(x) que se integra. O sea que se tiene el teorema: 
IU - Toda función sumable f(x) es para casi todo punto igual 
a la derivada de su integral indefinida c+ fio dt (que es 
una función absolutamente continua). ; 

Este teorema puede invertirse y se encuentra; 
DI - Dada una función absolutamente continua F(x) , su deri- 
vada Fx) (que existe para casi todo punto) es una función 


sumable y se tiene 
x 
j F'(t) dt = F(x) - F(a) 
a 


En otras palabras, las funciones sumables f(x) resultan dotadas de funcio— 
nes primitivas absolutamente continuas F(x) , mientras que toda función ab — 
solutamente continua F(x) puede considerarse como primitiva de una función 


sumable f(x) , valiendo la fórmula fundamental 
b 
/ f(x) dx = F(b) - F(a) 
a 


Se ha logrado así extender el teorema de Torricelli-Barrow demostra 
do en "Lecciones", Cap. IX, n? 6 solamente en el caso de las f(x) continuas . 
Sin embargo tampoco esta extensión es del todo completa pues permite pasar de 
la derivada f(x) a la primitiva F(x) solamente en la hipótesis que tal deri - 
vada f(x) sea sumable según Lebesgue. Digamos, a título informati- 
vo, que para la resolución completa del problema de la búsqueda de la función 
primitiva, es necesario recurrir a un concepto de integral todavía más general 
que la de Lebesgue: la denominada integral de Denjoy . 


Para las integrales de Lebesgue se extienden fácilmente las fórmulas de inte- 
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zración por partes y por sustitución, con los siguientes enunciados: 
IV - Si en el intervalo [ a,b] la función f(x) es absoluta - 
mente continua y la g(x) es sumable, una vez introducida 


la integral indefinida 
x 
G(x) = f g(t) dt+c 
a 
de la g(x) , vale la fórmula de integración por partes 
b b b 
f 100 500 ax = [ 109 60] -/ G(x) £'(x) dx 
a a a 


V-Sea f(x) sumable en [ a,b] y sea Q(t) una función ab- 
solutamente continua en [ to» t1 ] , resultando siempre as 
<P(<b .Si el producto f [pe ] - QU) es sumable en 


[ to. t,] se tiene 


pl) 4 
Í tos as= | [90]: pu a 
) to 


Vale la pena observar que, si la f(x) está acotada en [ a,b ] la hipóte — 


sis de la sumabilidad de f [ pl) ] 3 pt) es evidentemente superflua, 
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CAPITULO XXVI 
Series de funciones 


Precedamos los ejercicios relativos al Cap. XXVI de "Lecciones" con algunos 


complementos referentes a series numéricas. (ej. 1, 2, 3, 4, 5): 


1- SERIES DE TERMINOS COMPLEJOS (ver "Lecciones, Cap, XI , 


n9 10) 
o 
Estudiar la serie geométrica ) 2 donde z es un nú — 
k=0 


mero real o complejo. 


Con el mismo razonamiento usado en el campo real se ve que tal serie es con- 


vergente (absolutamente) solamente si | z | < 1 yen ese caso tiene la suma 
1 
E 
e 1 
Si en la fórmula Z X=-— , (para [| <i) 
LE 


se pone Z= ger ,con 0< $ <1 yse separa lo real de lo imaginario 
se encuentran las dos fórmulas notables 


E 3 E a 
1+ 9cosp+ p cos2p+ 0 cos3p+...= 3 
1-2 9c08p+ 09 


FP A 


psenp + 9 sen 2p+ o a > 
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válidas para 0 <9 <1l ycualquier p . 


2-Retómense los ejercicios 1 y 3 del Cap. V (suponien— 
do a complejo) y el ej. 10 del mismo capítulo (suponiendo 
x complejo) y hágase ver que las fórmulas allí estableci — 
das continúan valiendo. Dedúzcanse de ellas nuevas fórmu- 
las separando la parte real de la imaginaria. 


Por ejemplo, con referencia al ej, 1 , poniendo a=b+ic se tiene 


Ss 1 AR? 


k=1 (k+b+ic) (k+b+1+ ic) b+1+ic 


y de aquí se obtienen las 


2 (k+b)(«+b+1)-02 TS 


=1 [(«+b)2+02] [dc+b+ 12+02] y (b+1)2+ 02 


= 2k + 2b+1 1 
pa 2 2a02] 2,02 
k=1 [(+b)2+02] [(+b+1)2+02]  (p+1)2+0 


Análogamente en los otros casos. 


3 - Demostrar que si la serie Hd Wk , de términos reales o 
k=1 
complejos es absolutamente convergente, también lo será 


o 
la serie 2 we . 
k=L 


En efecto; como ¿im we =0 existirá un índice ?  demodo que, para 
k > y resulta | w,|<1 y, por ende, —|w%| | ve] 
Entonces, siendo convergente por hipótesis la A | Wi | también resulta- 


rá así la E | "e | , que es lo que queríamos OEA 
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Obsérvese que la hipótesis de la abla convergencia es necesaria, como 
ay 


cat 


muestra el ejemplo de las dos series E dz 
lí 


Notemos también que no vale la propiedad inversa, es decir, Eve puede 


ser convergente sin que lo sea la DA , como lo prueba el ejemplo de las 


A 


4 - Retómese el ej. 17 y hágase ver que la función G (a) 
de Riemann puede definirse para valores complejos de a 


mediante la misma fórmula 


900)= 12 2 mM 


cuando de k”“ , con tal que sea R(a)>1 , se tome la de- 


terminación principal. 


SS e(B+i7)logk 


Poniendo a = P+i7Y se tiene k0 (con logk real), o 


sea, k% = kP el 7 logk . Por lo tanto | | =xP ,»ysi P>1 ,lase 


rie (1) resulta absolutamente convergente, etc., etc 


5 - DOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA NO ABSOLUTA. 
Daremos ahora dos criterios de convergencia no absoluta que generalizan los 
teoremas 1 y II de "Lecciones", Cap. V, n%5 
Con ese motivo conviene ahora introducir un nuevo concepto, Se dirá que una su- 


cesión € ... de términos reales o complejos es de varia — 


vis... 
ción total finita cuando resulta convergente la serie 


so 


2 | ok Cea a) 


k=1 
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El 


En ese caso es convergente también la serie ) (Ok 7 Cky1) > es decir, e= 
k=1 


n 
te finit i = = -118 tone tod e 
xiste finito el Ebo E (cx CA) e E Cp Yen es toda su 


cesión de variación total finita es convergente. 
Tras decir esto, pasamos a enunciar el primero de los dos criterios anuncia- 
dos: 


o 
I-Si la serie ] Wk (de términos reales o complejos)tie- 
=1 


ne sus sumas parciales EN acotadas y si la sucesión Cy,Co, 


+.» Oj»... (de números reales o complejos) es infinitési — 
0 


ma y de variación total finita, la serie E Ck We será con 
vergente. 

Dem. Es del todo análoga a la del ya citado teor. 1. Suponiendo | Ss | < 
< M- notemos que de la relación Pi c=0 y de la convergencia de la (1) 


sigue que, dado € > 0 puede determinarse un Índice y tal de tenerse 
' 


B 
Lal<zg (para k>yY) , (2) 
n+ E 
) Le A (para n > y y cualquier p) (3) 
=n+1 2M 


Entonces, tras observar que se tiene 


np, n+ ¿ 
pp Si del 3 ER Ex 8) 5 7 n+1 Sp + 


k=n+1 k=n+1 


n+p-1 e) 


2 (Oj; 7 Ck+1) Se + Sa+p Sp z 


k=n+1 
y, como consecuencia, 


(*) A esta transformación de la Z cy y sele da, 2 menudo, el nombre de trans- 
tormación de Brunacci— Abel. 
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n+ n+p-1 
| | oa ' » 
k=n+1 


k=n+1 
se deduce que, para n > Y ycualquier p resulta, debido a las (2), (3) : 


Paolo 
+ + = € 
nel de a rra ar al $ 


lo que prueba la tesis. 


El segundo criterio se enuncia 
o 
U - Si la serie ? Wi (de términos reales o complejos) es 
=1 


convergente y si la sucesión C,, lo ...., Cy... (de números 
Pa 2 


reales o complejos) es de variación total finita , la serie 
e 


pa Ck Wk es convergente. 
1 


Dem. Poniendo lim c 
kw K 


DH ej We= 0 DW + Dc) We : 


donde ambas series del segundo miembro son convergentes: la primera, por hi- 


puede escribirse 


pótesis; la segunda, por el teor. I.. 


6 - CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA SERIE DE FUNCIO- 
NES; TEOREMAS DE DERIVACION E INTEGRACION POR 
SERIE. (ver "Lecciones", Cap. XXVI). 

Demostrar que la serie 
0 
aa 
do (1+kx) (1+(k+1)x) 


es convergente en [ 0,0m il ; pero no es, en tal intervalo, 


uniformemente convergente. 
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1 1 
(L+kx) (1+(4+1)x) 1+kx 1+(k+1)x 


Observando que 


la suma 


5, (X) de los primeros n términos de la serie resultará 


a 1 1 1 
pad 3 [a ni] k 


por lo que para la suma f(x) de la serie se tendrá 


0 (si x=0) 
00) 
=1 (si x>0) ; 
la serie es, entonces, convergente en [ 0, +0 ] . Para su resto n-ósimo 


tendremos 


(si x=0) 
Rp6) 1 


" 1+nx 


(si x>0) 


y la desigualdad R,(x)< £ (con e > 0) queda verificada para todo n si 

x=0 mientras que para x>0 loserá sólo para n> = E Ds 
Suponiendo € < 1 , esta última cantidad no se mantiene acotada al variar 

x (>0) tendiendoa +« cuando x—0 ;de aquí que la serie no sea uni = 


formemente convergente. 


7 - Demostrar que la serie 


E x[ k(+1)x2 -1] 
Gl rata 1] 


es convergente en [-0, +00 ] , Sin ser uniformemente con- 


vergente en tal intervalo. 


le (+ 1)x x (n+1)x 
Se tiene Sy 00 = ¡q áKáKáÁ A ————— A A 
E l 2x1 (ere lil x2+1 (a+1%x2+1 
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A Pr . La desigualdad | R,(x)| < e 


queda satisfecha para todo n si x=60 mientras que, para x%x0 ,lose-— 
A 2 q 
rá solamente si [a+1xi ] Al x|+1>0 ,osea, si (supo- 
niendo € < 2, : 
EL 
n+1>-— E 
21x] 
Esta última cantidad no se mantiene acotada cuando x varía, de donde si— 
gue la tesis. Obsérvese que, aunque la serie no es uniformemente convergente , 


la suma es de todos modos una función continua. 


8 - Considerada en [-«w,+o ] la serie 


o 
E A 22 
El E tato En elena] 


hágase ver que es derivable término por término aunque la 


serie de las derivadas no sea uniformemente convergente, 


La serie dada tiene sumas parciales S (x) = + log (e + 1)- 
= ys » log [ (n+ 1)? x? +1 ] y suma f(x) = + log e? 2 1) resultando,por 


tanto, convergente,La serie de las derivadas es la estudiada en el ejercicio pre- 
cedente; sabemos que es convergente (no uniformemente) y que su suma es 
37 - Esta es, precisamente, la derivada de la suma f(x) de la serie da— 


Es k+1 


9- La serie > (Es ) es uniformemente convergente 
a Et 


en [ Say 1] con suma igual a x . Hágase ver que la serie 
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de las derivadas no converge uniformemente y que la serie 
dada no es derivable término por término. 


Dejamos al lector la fácil demostración. 


10 - Del ej. 3 del Cap. V deducir un ejemplo de serie 'no u- 
niformemente convergente que, sin embargo, es integrable 


término por término (en un intervalo del tipo [ Le a] Ni 


11 - Demostrar que la serie 


En [ir y tn ] 


es convergente en [ -0, +0 ] ¡pero no es uniformemente 
convergente, Demostrar además, que no es integrable tér- 


mino por término en [ o, a] z 


272 272 - 
Se tiene Sp 0%) = 02 x en SS A 29 AA Rx) = 12 x 67 Xx” y puesto 


SE 


que en el punto x= se tiene Ro =ne” no puede obtenerse R 00) pe- 


nm 
queño a voluntad, para cualquier x , aunque se intente tomar n de manera 


conveniente . 


a 
La integral f f(x) dx vale cero mientras la serie de las integrales es 
0 
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12-NOCIONES SOBRE TEOREMAS DE PASAJE AL LIMITE BA 
JO EL SIGNO DE INTEGRAL EN LAS INTEGRALES'DE LE 
BESGUE. 

Con referencia al ej. 50 del Cap. precedente consideraremos nuevamente la 
teoría de la integral de Lebesgue para poner en evidencia que en ella resultan 
bastante más simples y expresivos los teoremas de integración por serie, o sea, 
He pasaje al límite bajo el signo de integral. 

Sea 

LI, ....£, (BP), ..... (1) 
ima sucesión de funciones casi continuas en el conjunto E medible (según Le- 
besgue), acotado ono. Diremos que la sucesión es convergente para ca 
si todo punto de E cuando converge en todos los puntos de E salvo, a 
lo sumo, en los de un conjunto N de medida nula. 

Naturalmente para una sucesión de esta naturaleza no se verifica, en general, 
la convergencia uniforme en E-N ;sin embargo, se tiene al respecto el fun- 
damental teorema de Severini-Egoroff: 
1-Si la sucesión (1) es convergente para casi todo punto 
de E Lo sea, es convergente en E-N , con m(N) =0 7y si 
el conjunto E tiene medida finita, fijado arbitrariamente 
un número € >0 puede construirse siempre un conjunto 
medible G ,contenido en E-N ,con m(G)< € ,tal que en 
E-N-G la convergencia de la sucesión (1) sea uniforme. 

Una primera consecuencia del teor. 1 es la siguiente: 

HN -Si la sucesión (1), de funciones casi continuas en E ,re 
sulta convergente para casi todo punto de E ,la función 1f 


mite f(P) será también casi continua en E . 
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Tras lo cual, valiéndonos de estos dos teoremas, pueden obtenerse varios te- 
oremas de pasaje al límite bajo el signo de integral, de los que el más simple y 


útil es el que enunciamos a continuación: 


IN - Considérese la sucesión (1) constituida por funciones 
sumables en E y convergente para casi todo punto de E ha 
cia la función f(P). Si existe una función F(P) ,no negati- 
va y sumable en E , tal que resulte 

Ie | <F(P) , paratodo n y para casi todo punto de E , 


la f(P) será sumable en E y se tendrá 
¿Lim | fp (P) dT = £(P) ar 
E E 


Este teorema se puede transformar de inmediato en uno referente a la integra 


ción por serie. 


II' - Supongamos que la serie > LP) tenga sus términos 
sumables en E y resulte para casi todo punto de dicho con 
junto convergente con suma f(P) .Entonces, si existe una 


función F(P)>0 ,sumable en E ,tal de tenerse 
n 
| > 5,0 | < F(P) paratodo n y para casi todo punto de E, 


la f(P) resultará sumable en E y se podrá calcular su in- 
tegral por medio de una integración término por término, o 


sea, será 
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co o 
| Zxma-E [. 00 
E fl 1 e 


Si se compara el teor. III del Cap, XXVI de "Lecciones" con el actual teore- 
ma III, se ve que en este último no quedan rastros de la hipótesis relativa a la 
convergencia uniforme de la sucesión considerada. La razón por la que se ha po 
dido abandonar tal hipótesis reside, evidentemente, en el teor, 1 de Severini-E- 
goroff; debe tenerse presente, sin embargo, que este último vale solamente en 
la teoría de la medida de los conjuntos según Lebesgue y no es posible darle va- 
lidez si se usa la medida según Jordan. 

Continuando la comparación entre los dos enunciados citados obsérvese ade — 
más que en el de este volúmen no figura más la hipótesis restrictiva que para to 
das las funciones se pueda determinar un conjunto singular común N (ce - 
rrado y de medida nula). La razón de esta supresión está en el teor, II .según 
el cual la operación de pasaje al límite mantiene la casi continuidad; un teorema 
análogo no vale para la "general continuidad" (introducida en "Lecciones" , Cap. 
XXV, n% 3, 5) por lo que en el teor. III dado en "Lecciones" se ha debido in— 
troducir la citada hipótesis restrictiva para asegurarse que también la función 
límite sea generalmente continua. 

Se pone así en evidencia cómo la teoría de la medida y de la integral de Lebeg 
gue permite llegar a resultados no sólo más generales sino también más sim — 
ples que los de la teoría elemental. 

13 - SERIE DE TAYLOR EN EL CAMPO REAL (ver "Lecciones" 
Cap. XXVI, n% 6) 
Escribir los desarrollos en serie de Mac Laurin de las 


funciones cos2x 2 sen? x A cosó x 3 sen? x a 
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Sin recurrir al cálculo de las derivadas sucesivas, enel punto x=0  , de 
las funciones consideradas, los desarrollos buscados se pueden obtener inme — 
diatamente de los ya conocidos de cosx , senx , válidos para toda x rte 


cordando las fórmulas de trigonometría 


cos? x = 1+4c08 2x e sen? x= 12082x A 
2 2 
3 3 cos x + cos 3x 3 3 sen x - sen 3x 
A al 


Se llega así a las siguientes fórmulas: 


Ñ o 2k-1 
costx= + [ yA Es pat Ja ar EE 
e = (ek): er 
» 2k co 2k-1 
2 1 [ k (2x) ] ka 2 2k 
sen” x= d 1 — | = -1 x p 
TG ex)! a a 


> 2k 
3 z[ kx k (3x) ] 
E ¿e a La AS de 
SE E E) (2k)1 ds “> ce» (2k)! 


MEA ro E 

442 (elo! j 
o 2k+1 2k+1 
3 1 2 k (3x) 
sen x= +—- 3) 3) -) 1) 
4 == y (k+ 1! $ (2k + 1): | 

3 E ka gX 1 oxe1 

==: (2k + 1) 5 


que tienen validez para cualquier x 


14 - Escribir el desarroilo en serie: de Mac Laurin de la 


función 
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x? 
SO A E 


Procediendo como en el ej. precedente se encontrará, para todo x : 


o 
k 2-1 2k 
í(x) = Y y == £ 
k=2 (034 


15 - Escribir el desarrollo en serie de Mac Laurin de la 


función log Vi+x? 5 


Basta observar que log Y1+ x?- + log (1 + > y recordar la serie loga- 


2 3 
rítmica og(+x) xo E. , válida para -1<x<1 ., Escri 


3 


biendo en esta última x2 en lugar de x , y suponiendo entonces -1<x < 


<1l , se obtiene 


Boy vista O 


log 1+x = Hlog(ró)- qe A ), (para -1<x<1l.) 


16 - Escribir el desarrollo en serie de Mac Laurin de la 


función 
1 


Lx) = 
(53) 2 


A 


1+x+x 


También en este caso puede ser evitado el cálculo de las derivadas sucesivas 
dela f(x) enelpunto x=0 , observando que f(x) = + y recordan 
EEE 


do la serie geométrica. Se obtiene así, para | x|<1 : 


+2 1 042, 2042, ¿2048 , me 


£6)= (1-91, E 


17 - Determinar el desarrollo en serie de Mac Laurin de la 


función f(x) = arg senh x = log (x+ 14x2) 
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Conviene apoyarse en el desarrollo de la derivada f'(x) = 


vechando la teoría de la serie binomial. Se encuentra 


a a E ON ETA 
fx) = (1+x = 2 ]xi%= ay ———= 1 
69 = (1%) ? Ñ E dei (0) 
y esta fórmula vale para Xx <1l , osea, -1<x<l 


La serie escrita es uniformemente convergente en [ 1 Y ] , tomo resul 


ta del razonamiento que sigue; sus términos son de signo alternado, decreglen— 


(20 -1):1 2k _ (2n-1)1! 
A 
(2n):1 (20)! 1 
ta última cantidad (que es independiente de x )tiende a cero, para n—0, 


tes en valor absoluto; entonces | R, 60 | < y es- 
como consecuencia de la fórmula de Wallis (ver "Ejercicios", Cap. IX, ej 39) 
Tras lo cual, de la (1) , se obtiene con una integración entre 0 y x  (su- 


puesto | x | <1 )y teniendo en cuenta que £(0) = 0 


o 
> k (2k - EX 

f E Pe LA ara -1 A 
(x) a ao » (para <xs<l ) 


18 - Determinar el desarrollo en serie de Mac Laurin de la 
función f(x) =xarctgx -log Y 1+x? 
Sígase el mismo procedimiento del ejercicio precedente, partiendo del desa -- 
rrollo de f'(x)=arctgx (la uniforme convergencia de ésta en [ “1,1 ] si- 
cl 
gue de observar que | By (%) | < DA ). Se hallará 


(an 


(2n—-!! 1 2 
(*) Puede escribirse E KZ * 7 5 ed primer factor tiende a 


Vien—2: 1 (21? (2 


el segundo a cero. 
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o 2k 
k-1 x 
1(x) = 5 —ttá—áÁ , ra 1<x<1 ). 
6) EA ne <x<1 ) 
También puede encontrarse este resultado (lo dejamos para el lector) caleu — 
lando la diferencia entre los desarrollos de xarctgx yde log Vis x2 (vér 


ej. 16) . 


19 - Determinar el desarrollo en serie de Mac Laurin de la 


log (1+x) 


función f(x)= 
1+x 


Sabemos que para | x 1 < 1 valen ambos desarrollos 


3 1 2 


2 
log (L+x) =x - =1-x+x A 


e 
$ 1+x 


que son absolutamente convergentes. En consecuencia el producto de 
Cauchy de las dos- series escritas converge y tiene por suma. el producto 


EE) de sus sumas. Se encuentra así 


1+x 
log (1+x) _ > DUES: SAL 
A +(1+ 7 +3)x MS ES Ea A 


(para | x|<1 ) 


20 - Escribir los desarrollos en serie de Mac Laurin de 
las dos funciones 


up) =e cos Bx ñ vé) =e Y sen px 


El camino más rápido para lograr tal objetivo es observar que u(x) + iv(x) = 
2 
ea dx por lo que, recordando que pe .... , Cualquiera 


sea z real ocomplejo, se obtiene 
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Z k 
ue) +ive)=) A z 
k=0 = 
con lo que, separando la parte reai de la imaginaria, se obtienen los desarro — 
llos buscados. Para hacer esto conviene introducir módulo y argumento del nú- 
mero complejo a+if ¡poniendo a+ ip = ger se tiene (a+ ipre 


= ye (coskp +isenko) , con loque, en definitiva, resulta para todo x 


E k co k 
k k 
sx e A E 
y yw 


21 - Considérense los dos conocidos desarrollos en serie 


x? E sl 
cosx=1-— a. - A 
2: 351 


y demuéstrese que, si x>0 ,sus sumas parciales de or — 
den impar dan valores apruximados por exceso de cosx y 
senx , mientras que las de orden par dan valores aproxima— 


19) 
dos por defecto '”, 


x x 
De cosx<l sigue f cos x dx <f dx ,osea, senx<x ; de 
'0 0 
Xx x 2 
ésta sigue senx dx < f xdx , vale decir, 1-cosx< =P ,0 sea, 
0 0 
2 Xx x 2 
cosx 31-% ; a su vez de ésta se obtiene / cos xdx > f OS 
0 0 
3 
O Sea, Ssenx >X- e y etc., etc, Un fácil razonamiento por inducción com-= 


pleta la demostración. 


(*) Nótese que este teorema no es una consecuencia del tan conocido sobre lasseriesde términos con signos al 
ternados, decrecientes en valor absoluto e infinitésimos (ver “Lecciones”, Cap. XXVI, n. 5) ya que, en gene— 
ral, sus términos no son de valor absoluto decreciente, 
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22 - Determinar el desarrollo en serie de Mac Laurin de la 


función 
_ arcsenx 


£(x) = Ed s a) 


Se podría seguir el método indicado en el ej. 20, realizando el producto de 


Cauchy de los conocidos desarrollos de arcsenx y que, para 


| x|<i , son absolutamente convergentes; pero, con este método no se ob - 
tiene una expresión simple para los coeficientes del desarrollo producto. No se 
guiremos, por ese motivo, tal método, limitándonos a tener presente que el po- 
deraplicarlonos asegura a priori la validez, para | x | <1 , del desarrollo 
buscado. 


() 
No queda sino efectuar el cálculo directo de los coeficientes ——-(%L 
ñ 


PA x arcsen x 1 x Í(x) 
De la (1) sigue f'(x) = + = ——4—— ¡se tiene 
1=2 ar EPR 


así 
(1x2) £16x) -x fx) -1=0 , 


y de aquí, derivando n veces y teniendo en cuenta la fórmula de Leibnitz se 


deduce 
[a 10D q 20 69 0-1 10D pg) ] - 
-[ 10. 10D ] e 

vale decir 
ay AD) 2 y 1 e 8D o) = 0 


Si aquí se pone x= 0 se obtiene 
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o DO A Ss 


y entonces, siendo f(0)=4 , f'0)=1 ,seobtiene £'(0)=1'Y(0) = Mio0)= 
2 


2 pa 


05 Uo=2 , Po. >. 2? 


(0) = 2 6 


Se llega así a que el desarrollo buscado es 


2 ay .ai6? 
10) 9 A E 


O sea 


1 2 
f(x) = DUE Lerr]? a para -1<x<i 


23 - Determinar los desarrollos en serie de Mac Laurin de 
las dos funciones 
u(x) = cos (m arcsen x) á v(x) = sen (m arcsenx)  , (1) 
donde m es una constante. 
Con un artificio análogo al del ej. 20 obtendremos simultáneamente los dos de 
sarrollos, razonando sobre la función 
£(x) = u(x) + 1 v(x) = el m arcsen x ” (2) 
de la que calcularemos, ante todo, las derivadas sucesivas en el punto x= 0 
Se tiene 
imarcsenx ¿1 marcsenx x el marcsenx 


10) =1m y 190) = m2 44 m1 EA, 
Vi 2 1 -x?2 a -23/2 


y entonces (1 2) 10 )-x ft )+m2£(x) = O ; de aquí, derivando n veces se 
ex) ex 


(a+ o) + (m2 -n2 1) = 0 , de don- 


obtiene (1 -x2) £0*2g) - (2n + 1)xf 
de, poniendo x=0 


o) a O, a 0,1,2...) 
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Entonces, siendo f(0)=1 , f'(0)=im , se obtiene sucesivamente 


2 


E1(0) = PY) =m2qm?-22) , Mo=m?m? 22m? 4%, 0... 
E"(0)=-im(m2-12) , £Y(0)-im(m2-12)(m2-33) , f"(0)= 
= im (1? -1% (m2 -3% qm? -5% ; 


y entonces la serie de Mac Laurin de la función (2) se escribe 


y, Separando la parte real de la imaginaria se ve que las series de Mac Laurin 


relativas a las funciones (1) son 
2 a IEA 
ES > na 232,4 mm A 


2,12 FE A 212 (0:%3% (m2-52 
mem 73, Lu 35)5_(m La A Is 


respectivamente. 

Si m esunentero par (= 2p) la primera serie se reduce a un polinomic 
de grado 2p ¡sim esunentero positivo (=2p-1) la segunda serie se re 
LOLA 


duce a un polinomio de grado 2p-1 . Excluidos estos casos elementales 


reconoce que las series (3) convergen para |x|<1 (para | x | <1 bas 


ta aplicar el criterio del cociente; para x= 11 es necesario el criterio de Ra 
abe). Queda por ver si sus sumas son precisamente iguales a las funciones (1) y 


para esto sería necesario estudiar el resto de la fórmula de Mac Laurin. Dicho 


estudio presenta dificultades casi insuperables: pero puede evitárselo recurrien- 


(*) Poniendo x =sena — se ve fácilmente que, en estos casos, vuelven a encontrarse las fórmulas que pro— 
porcionan cos(2pa) , sen[(2p—1)2] enfunciónde sena . 


267 XXVI - 24 
do a un teorema dado en "Lecciones", Cap. XXXI, n% 6 | Las funciones (1) tie- 
nen sentido también para x complejo (x=z) y, adoptando para arcgen z 
la determinación principal, son holomorfas en el campo obtenido del plano de la 
variable compleja z=x>+iy privándolo de los puntos de las dos semirrectas 
Y=aDL, EX1.0 y=20,-x 31 ,en particular son holomorfas para 
| z | < 1 . Entonces, por el teorema citado, las funciones sobre las que nos 


estamos ocupando son ciertamente desarrollables en serie de Mac Laurin para 


| z | < 1 y, en particular, sobre el eje real para -1<x<1l1 . Pero los de- 


sarrollos valen también en los puntos x=Z1 como sigue del teorema de Abel 


(ver "Lecciones", Cap, XXVI, n? 14) y del hecho ya observado que las series(3) 
convergen en tales puntos, Se concluye entonces que para -1<x <l valen 


los desarrollos en serie 


2 2.92 CU A O TE 
cos(maresenx)=1- E x2+ a pt - mó(m on 1, 


sen (m arcsen Xx) = 


2.12 22121 m2-32 212% m2-321m2-52 
[2 A Ni 5 A = Jen e.) 


Ja 


y 


Xx 


24 - Demostrar que la función e no es desarrollable en 


serie de Mac Laurin. 


El punto x=60 es una singularidad evitable tantó para la función f(x) = 
como para sus derivadas de cualquier orden. Se ve fácilmente que resulta f(0)= 
=£f1(0) =f'(0)=....=0 , de donde la correspondiente serie de Mac Laurin tie- 
ne todos los términos nulos y converge, por ende, con suma igual a cero; pero 
tal serie no representa la función dada. 


Esta situación queda explicada apenas se considera la misma funciónen el cam- 
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1 
ER 
po complejo, En efecto; la función e” es holomorfa en todo el plano salvo 


enel punto z=0 yeste punto singular no puede eliminarse en el campo com- 
plejo (por ejemplo, si z tiende a cero sobre el eje imaginario, la función tien 


dea +0 ). 


25 - CALCULO DE LOGARITMOS. 


2 3 
De la serie logarítmica log A+x)=x- + 2 na) par LE 
2 3 xt 
<x <l )sigue, cambiando x en -x , log (1-x)=-x- 3 A 


(para -1<x <l )por loque, restando miembro a miembro las dos igualda - 


des precedentes se obtiene 


3 5 7 
x 
22 e +...) (para -1<x<l ). 


log E 


Si en ésta se pone x= , donde k indica un entero positivo, se de- 


2k +1 
duce la nueva fórmula 


k+1 
2 [2 


1 1 1 
1 ——3 ES 
dora MALO 5 O 7 PK 


PI 
que resulta sumamente útil para el cálculo numérico de los logaritmos de los 
números 2 , A A dada la rapidez con que conver= 
ge la serie indicada en el segundo miembro. Calculados así los citados logarit= 


mos, se pueden después inmediatamente deducir los correspondientes a los nú— 


meros naturales 2, 3, 4, ..., n, ... yaque, obviamente, se tiene 
log n = log 2 + log 2 + log A + log — 2 
2 3 n-1 
Por este camino se puede construir una tabla de logaritmos en base e- ; de 


ésta se pasa después, del modo sabido, a la de logaritmos en base 10 . 
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26 - CALCULO DE X 


Si en la serie del arcotangente 


3 5 Mi 
arclgx=x + E o. >, (para -1<x<1) (1) 
s, ES di 1 1 
se pone x=1 se obtiene A SES ; pero esta serie,de- 


bido a su lenta convergencia, no se presta para el cálculo de Nh  . Conviene a 


provechar la (1) de otro modo, utilizando el siguiente artificio. 


Poniendo arclg E = a setiene tg a = - ,. 24 - > y, tgta= 
120 n 
= 119 * lo que nos dice que 4 a es poco mayor que AS , O sea que p = 


us 
=4a - Pa es un número positivo bastante pequeño. Puesto que resulta tgf= 
¿BARA 


l+tg4a 239 
de, aplicando la (1) , se obtiene la denominada fórmula de Machin: 


1 il xr 
uede escribirse arctg ——=4a: =- de don- 
e E de 239 E 5 4 


Tr 1 1 1 


1 1 1 E 
A 
E 


A RÁ A e PC 
o as? 5239 7-299 a 


que se presta muy bien para el cálculo numérico de NM  , ya que ambas se — 


ries convergen rápidamente. 


27 - FORMULA DE STIRLING. 
La fórmula de Stirling proporciona un modo de establecer la rapidez conque 


crece n! cuando crece n . La misma puede escribirse 


lim 
OS 


a (1) 


pero de la demostración resultará que es posible precisar las cosas por medio 


de la acotación 


mer famn<n<mMe” f27n(1+ 


, (2) 
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de la que la (1) se obtiene inmediatamente. 


Para demostrar la (2) comencemos estableciendo la siguiente desigualdad: 


1 1 
m5 Y_—_= 
e <(1+ > RAN (4) 
En efecto; la (3) equivale ala 1<(m+L)1t0g4+1) 14 —_— ,0 
hs > 2 n 12n (n+ 1) ” 
sea, 2 < log A - , y esta última es u- 
2m+1 n 2n +1 12n(n + 1) 
na consecuencia de la log Pa [ 1+ z + 2 + ] 
2m+1 TT 
ó 1 1 
establecida en el n% 25 ya que es á a +. 
3: (2n+1y 5: (2n+1) 
1 ix L ] 1 
< + A 
ela (2n + 1)4 12n (n + 1) 
Dicho esto observemos que, poniendo 
US 
n! 120 
Ay > , Pn= ape , (4) 
n 3 n n 
nelyYann 
se deduce, con fácil cálculo 
1 
An+1 e Pat _ e TOR 
a n+ Pan + 
2 ar br? 1 a 
a 
y entonces, por la (3) , resulta —Ml<1 , Pas 1 La ( A. ) 
* 'n 


es, en consecuencia, una sucesión decreciente de números positivos, por 
lo que admite un límite 1>0 . Por la segunda de las (4) también la sucesión 
[ Bn ) tiende al límite 1 ; pero la sucesión l Bn ) es creciente y 
de términos positivos de lo que sigue ciertamente 1>0 ;se tiene así 

Pp <l <an .- (5) 


Probemos ahora que 1=1 recurriendo a la fgrmula de Wallis (ver "Ejer- 
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cicios", Cap. IX, ej. 36) que puede también escribirse 


Ls DAS 
ar o 


Si en el primer miembro se expresan los factoriales por medio de la fórmula 

n= A, "er Yana que sigue de la primera delas (4), se obtiene tras rea- 
; =3 

lizar las simplificaciones ¿im — -1 ; por otra parte este límite vale 


2 
+ =] yentonces' 1=1 


Con esto la (5) resulta 


ta sigue 


T2n 
ne” y an <ni<m e” 2xne m7 , 


y como consecuencia la (2) apenas se observe que a 


1 ts e 1 
12n 12n y 12n 


28 - CALCULO DE INTEGRALES POR MEDIO DE SERIES (ver 


"Lecciones", Cap. XXVI, n9 7). 
a 


Calcular por serie la integral definida f ee dx ,(a> 
0 
>0) 


Debe ser a > -1 pues, en caso contrario, la función x“e* noes suma 
ble en [ 0,a ] . Se tiene x*eX=x"% 
+2 
a xo +3 x ard 


= + ñ + 7 -+,... yesta serie, prescindiendo del primer térmi 
no que puede ser infinito en el punto x=0 (si a < 0) es una serie de fun — 
ciones continuas, totalmente convergente en [ 0,a 1] , con lo que es lícita 


la integración por serie, obteniéndose 
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x er dx- 2 ps ES E 20 
a +1 o (asalto (a+3)21 (a+9)31 


E a+l a+2 a+3 al aj 
o 


a 

29 - Calcular por serie la integral definida f Vlogx dx , 
1 

(a >1) 


Con la sustitución x = 


loga y loga 
2 


0 


=2 


y entonces, siendo la última de las series totalmente convergente en (0,(1og a), 


a 3 
f 1 log x dx=2(0g a)? 
1 


a 

30 - Calcular por serie la integral definida f e**togx dx, 
0 

(af0 , a>0) 


Con una integración por partes la integral se transforma en 


ax 2 A aa 
[og ==] -f e A 
0 


de donde surge que la serie escrita es totalmente convergente en [ 0,2 ] ¡se 


deduce entonces 
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aa 


ar 


o 
ES ogx dx = (e )oga- a+ rg? 


a 
31 - Calcular por serie la integral definida I= / log(logx)dx,, 
Al 


(a> 1) 


loga 
Con la sustitución x= se encuentra I= f et log tdt y se aplica 
0 


lo del ejercicio precedente. 


32 - Calcular por serie la integral definida I= j A dx 


Se tiene 


1 L k 
1-/ ¿AXLOBX gy f nat a E E >, lograr, 
o lo Í= 


siendo lícita la integración por serie ya que la serie escrita en el 3% miembro 

es totalmente convergente (obsérvese que en [ 0,1 ] la función x log x 

tiene por máximo el valor + ). Con sucesivas integraciones por partes se 
1 


a 
encuentra fácilmente f E (log Je dx = A y entonces se concluye 
'0 qee etl 


E 


(y ak 
+ pel 


2 3 
Sm a 


2 


33 - Calcular por serie la integral definida I= j 
0 GX 


Teniendo en cuenta el ej. 13 se encuentra fácilmente 


3 aa dde 
á e A 2k 
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34- Calcular por serie la integral definida I= [je - 
sen x 


Realizando la sustitución x=arcsent se encuentra, primeramente, 1 = 


pt 1 1 
= f —= == dt . Como es ya sabido es =1+ 
0 


ere 
Am Sd ¿E para 1<t<1 y entonces puede escribirse 


(ea 


La serie que aquí aparece es totalmente convergente para todo intervalo del ti 


po [ 0, l-€ ] ; además, tratándose de una serie de términos no negativos , 


cada suma parcial de la misma resulta mayorada, para 0<x<l1 , por la su- 
RES: AA 


ma ya 


de t en [ 1? ] . Por eso es lícita la integración por serie (ver "Leccio- 


- 1) de la propia serie, suma que es una función sumable 


nes", Cap. XXVI, n? 4, teor. VI) y entonces se concluye que 


“o 
(kt 1] 
o exi a+ 1] 


logx 
35 - Calcular por serie la integral definida I= f E dx. 


Conviene efectuar la sustitución 1-x=t ;se encuentra así 


q 1 2 3 4 
log (1-t) 1 t CA ie AS 
1 f A f OS 


p 
2 8 Ue 

-l ar LE ya a+ + +.) 

IN E 
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pudiéndose justificar la integración por serie con un tipo de razonamiento simi - 


lar al usado en el ej. precedente. 


x 
36 - Calcular por serie la integral I= | (+ 22c08x+a2) dx 
suponiendo |a|X1 


Puesto que la función a integrar es función par de x puede escribirse 


x 
1 


+) (1 + 2a cos x + a?) dx ;por otra parte se tiene 1+ 2acosx + 
a 


+al= (1+a el) (1 +2 é1X) y entonces, suponiendo inicialmente Laso 


se obtiene 


a 
ny (+20) dx= 5 S (1+a0%* >| Ju as : 
- 


y siendo la serie escrita totalmente convergente 


co rx o 
Sk 1+20%% kx gy - L e 
an AS A De A Y) 
xn 
habiendo pueste J (+ aeX% ¿ix qx. Procedamos análogamente so 
a 


bre Le escribiendo 


x o a x A 
I => j Cp; (Ear as - (Je j pa Y y 
-N h=0 =0 -x 


Esta última integral vale 0 si hf4k yvale 25% si h=k , porloque 


al kx 
se tiene 1, =21 (: IS . Sustituyendo en (1) se concluye que 


S 
MES e [a [<y (e) 
=0 


Elcaso | a | >1 se traslada fácilmente al precedente, escribiendo 
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xx 

a 

al (+22 cosx+ —) dx donde ás e 
o a al a 


y observando que la integral aquí escrita puede expresarse con la (2) cuando se 


. Se concluye entonces 


a 

O a]> 
> . (6 fa 1) 

0 k a2k 


cambie a en 


37 - DESARROLLOS EN SERIE DE LAS INTEGRALES ELIPTI- 
CAS Y APLICACIONES. 


En el Cap. XIX, ej, 42, habíamos introducido las integrales elípticas de 1% , 


qe a especie 


q, af er E sip. Va 2sen' 2949 a 


Y 
de 
x ma | 
> 0 (Lensen?p ) 1-12 sen2p 


donde el módulo k? está comprendido entre 0 y 1 . En el intervalo 
0 ti k? sen? S 
q se tiene sent | <k*<1 yentonces, recordando la serie 


binomial, valen los desarrollos en serie 


4 o 
E ÓN o) . e )istseto ”> 
Y1- 2 gen? $? 


co 


V ir? sen?p - a-k2sentp ) o 12 (5)e -k2sen?p 
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que resultan totalmente convergentes. Se deduce inmediatamente 


E 
5d 
Ep, x)=p +) 7 PD j sen” dp , 
(20): 1 o 


P 
5 
a | o 


n=1 


7 
T(p,k,n) = — LR 


d 
2 eS P 
0 l+nsen“p n= 


o 1+nsen%p 


donde las integrales que figuran en el segundo miembro se calculan todas con 
métodos elementales, Nos limitaremos, por simplicidad, a dar la expresión en 
el caso de las integrales elípticas completas de 1% y 2 espe- 
cie , o sea en el caso de EE, k=FK) , E(—,k) = E(k) . Haciendo uso 


de conocidas fórmulas se encuentra de inmediato 


57 


e dE (2n-1)11 2 sal A 

70) => [> dl , a) 
Ej 2 en-ay2 2 
q n 

E(k) = | o Ca (2n -1)k ] (2) 


En los cinco ejercicios sucesivos daremos ejemplos de problemas que llevana 
considerar integrales elípticas, a calcularse con los desarrollos en serie ahora 


considerados. 


38 - Calcular la longitud L de la elipse de semiejes a,b 


(con a >b) 
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Adoptando para la elipse las ecuaciones paramétricas x=acost , y = 


=bsent y limitándonos a considerar un cuarto de la misma, se encuentra 
> bs 
2 y Zqon? boo? 
L=4 a?sen?t+b2cos?t dt =4 a? -(a* -b%)cos*t dt 
0 0 


x 
y transformando con la sustitución t= rd $ 


ES E 
2 2 RA 

| V a? - (22 -02) sen? p A] E sen y dp 
0 0 


2 


Poniendo (cuadrado de la excentricidad de la elipse) se 


ve que resulta 0< k2 <1 y entonces 


L= 4a E(k) 5 (con k= 


La longitud de la elipse se expresa entonces con la integral elíptica completa 
de 2% especie y, según la (2) del ej. precedente, puede calcularse mediante 


la fórmula 


Lo] ó 2 
L-ox2 [1-3 E a 1 E >] 
a (em)! a 


39 - Calcular la longitud L del arco de senusoide y= sen x 
que corresponde a un período 


Se encuentra 
x 
2 
Ej V1+cosZx dx = 4/2 
0 


o sea 
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ñ 
E (20 -3)11 
L=2% E em) ES ] 


ni  (2n)!! 


40 - Calcular la longitud de la lemniscata 9-2 cos 29 


Se encuentra 
3 2 
4 
nos] Psp | A 
0 cos 2p Y cos 2p 
y transformando la integral con la sustitución V cos 2p =cos t 


Doy costsen t A 


fs 
Ñ 0 costo Mt: t 1+cos” t = 1-—sen t 


La longitud de la lemniscata se expresa entonces con la integral elíptica com- 


pleta de 1% especie, resultando 


L= A TUN m0 7 o 


41 - Considérese la hipérbola equilátera x? -y? =4 y su 
vértice A(a,0) , calcúlese la longitud del arco AP de la 
misma, donde P indica cualquier punto de la rama situa — 
da en el semiplano x>0 s 


Asumiendo como parámetro a lo largo de la rama considerada la ordenada y , 


se encuentra inmediatamente que la longitud buscada s está expresada por 


n 
A: 1+ dy 
0 V y +a 


donde T] indica la ordenada del punto P .Conla sustitución y= 


la fórmula precedente se transforma en 
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E 
| 
, 


t 
f A ,» (cont =arctg a 
0 cos?t Y1-2 sen t - 


Una vez que se haya observado que resulta idénticamente 


a dt 


E 0 Vai- E sent 


€, integrando por partes la primera integral 


t- 
9212160) [1-G900%w *—= 1 sen?t ol A 
vz 0 Vi-Foarn Vi-bsen tt 
6 
=af2tgu 1-5 sento -a pS Va-Esende at ÍA 
0 


Vi-isente t 


vale decir 
s=ay2. tu V1- senta nt, het, al ] 1 


habiéndose hecho intervenir las integrales elípticas (incompletas) de * y Py 


especie. 


42 - Calcular el área de la parte S del paraboloide de ro - 


tación 2=x2+y2 que se proyecta sobre el plano xy en el 


círculo C limitado por la circunferencia 2+y?oy=0 
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Por la conocida fórmula es 


área S= ff Vs 4x2 + ay? óx ay 
E 


y entonces, transformando en'coordenadas polares, y teniendo ex «cuenta que 


g=senp es la ecuación polar de la citada circunferencia, se tendrá: 


1 >" 
senp No 
tt] dp / 9 V1+49%09 = j [2001997] dp- 
0 o o o 


Tn Ya 
=2 [ (1+450n%p .) de 2 (1+4sen?p Pa Be 
0 0 


Esta última integral es una integral elíptica; sin ocuparnos de reducirla a in - 
tegrales de Legendre, la calcularemos con una integración por serie. 


Puede escribirse 


(L+4sentp »"og- -4 cos? ? Ne. $ 2 1-5 cost y 


y, recordando la serie binomial, tendremos 


(L+4sen*p Par (- Ecos? E A s 
=0 


que resultará totalmente convergente en todo intervalo del eje p 


La serie prececente puede integrarse término por término, obteniéndose así 


e 
iras- Ec ls ¡53 co” Ko ap-E E 


12 2k 1111 X 
o también, recordando que j cork y ay EE q) ESA 
S er! 


ls 
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E x (3/2/21 E a do 
hat PER Es q ler eu 2 [12 
$ % vell y Ek-1r1 
-h 5/5-1+5N 2 (1) E z CIN 


Dejamos para el lector efectuar, con esta fórmula, una valoración numérica 


de ÁáreaS ;encontrará, aproximadamente, 1,21 


43 - LAS FUNCIONES SENO - INTEGRAL Y COSENO - INTE- 
GRAL. 


La función seno integral Si(x) queda definida por la fórmula 
X sont 
si()= f ent ae (a) 
o t 


hallándose sin dificultad para la misma el siguiente desarrollo en serie, válido 
para toda x 


3 5 y 
AE A 


a A O O di 


Si(x)=x - 


OS (2) 


* sent x 
En base a un resultado conocido ( A = 7 ) se tiene que 
0 
x A A 
lim  Si(x)= esp De esta función existen tablas numéricas; varias integra - 
X-=+ 00 


les pueden expresarse a través de la misma. He aquí algunos ejemplos: 


x x x 
19 / logt * cost * at=[ log . sent] > f sab dt=1lo0gx - senx-Si (x); 
0 0 '0 


En 1-cost ]*.f(% sent 1-cosx 
2) f Jgget qa | - cost ] E Él E) 
o t o É 
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7 8! ] 2 3:30 .-6 51 77 2 


La función coseno-integral Ci(x) queda definida para x >0 por la 


fórmula 


ES cos t 
Ci(x)= - dt (3) 
A t 


donde la.integral del 22 miembro es una int egral impropia cuya conver- 


gencia es una consecuencia de observar que es 


h h 
B ma En ez, | anita 
he t h x A 


y que para h-—+00 el primer término del 2% miembro tiende a cero y el ter- 


cero tiende a un límite finito puesto que la función En es sumable en 
t 
[ XxX, +00 ] 
De la función (3) es posible dar un desarrollo en serie observando, ante todo, 


la identidad 


1 + Xx x 
a t E 
beta / | cos Sl z-f Lot 
0 1 , 1 0 y 


(*) Recordemos que con el símbolo R[z]  seindicala parte real del núriero complejo 2 
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x 
1- t 
de 7+108x- f A 
o t 


habiendo introducido la constante 


pa: cost % cost 
pa ft ta. 
0 El 


Digamos, sin demostrarlo, que esta constante Y coincide con la constante 


de Euler definida en "Ejercicios", Cap, V, ej. 10 (Y=0,577215...) 
Tras esto es fácil obtener el siguiente desarrollo, válido para toda x >0 


y? e x0 
CLA) Y AAA A EN E (4) 
A A 


También de esta función existen tablas numéricas y por medio de ella se pue- 


den expresar varias integrales. Se tiene, por ejemplo, 


+0 
sent sen Xx 
E E : 
f 2 via 


log t * sen t dt = - log b - cos b+log a - cos a - Ci (a) + Ci (b) 


44 - LA FUNCION LOGARITMO- INTEGRAL 
Se la indica con li(x) y está definida por la fórmula 
Ade 
Li (x) = — , (para 0<x<1 ) , (1) 
o logt 
que, transformando la integral con la sustitución t=e" , puede también es - 
cribirse 


$0 =y 
li (x) = - f , (2) 
log x 
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Dl +0 -u -logx -logx,_u 
1100 f e a0- f = du+ f m-/ LS 
o 1 1 0 7 


=log x 1 


= Y+log (- log x) - f 
0 


ES 
Se ha indicado con Y ala constante f 
0 


que se nuede demostrar es igual a la constante de Euler (cfr. ej. precedente). 


Tras esto el lector deducirá sin dificultad que vale el desarrollo 


2 5 4 
fogr", Mo gt 


lí (x)= 7 +1log(-log x) + logx+ (3) 
2-21 3-3! 4-4! 
Mediante la función 1li(x) , de la que existen tablas numéricas, pueden ex - 
presarse varias integrales. Se tiene, por ejemplo; 
+0 y £z p9 E 
f EL du = Li (e ) [para x>0 ,como sigue de la (2) / 
x 
za x 
—— = - —+li(x intégrese por partes en la (1) 7 
f o a Lintégrese por p mM? 
45- LA FUNCION DE LOS ERRORES. 
Queda definida para toda x através de la fórmula 
2 pa 
entes = Fe | e DN (a) 
Vx Jo 


2 
El fact: ha sido introducido para que resulte lim erf(x)=1 
ictor Vi sido i para ql OS (0) 


Para esta función se encuentra inmediatamente el desarrollo en serie 


ES > x 
va 


2 
erfx)= Ss 
yz Ol EE E A E ERA TES 


E 
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También de la erf(x) existen tablas numéricas muy detalladas y, como en 
los otros casos, por medio de ella se expresan muchas integrales. Demuestre 


el lector, por ejemplo: 


2 
du= Ynerf(Yx) E (x > 0) 
a mar 


+0 A ñ 
/ e dt= 7 Vx e [1 ers ] A (póngase t=u- 37) 
0 


46 - SERIE DE POTENCIAS Y SERIE DE TAYLOR EN EL CAM 
PO COMPLEJO (ver "Lecciones", Cap. XXVI, n% 9). 


Determinar el radio de convergencia de las siguientes se: 


ries de potencias 


o o 

SN so ao Jano; 
k=1 k=0 
o Su 

e »)oxkarya ; >) z E ; 
lr kr k:2 


y calcular, de cada una de ellas, su suma en el interior 
del círculo de convergencia. Examinar el comportamiento 
de cada una de las series sobre la circunferencia que limi- 


ta el círculo de convergencia. 


Sabemos que, dada una serie de potencias La, ¿E , si existe el 
1 A Ñ 
lim a , Su recíproco proporciona el radio de convergencia r de 
k—w 


tal serie. Usando tal propiedad se enconirará inmediatamente que las series 
(1), (2), (3) tienen radio de convergencia 1 yquela serie (4) tiene radio 
de convergencia 2 


Para calcular la suma f,(z) dela (1) basta recordar que, para | z | <1 
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w 
, para luego derivar obteniendo > kk 


o 
se tiene > 
k=0 


*=1 (1-2)? 
y, en consecuencia, 
2 z 
(2) E z k zk - eno p (para |z|<1 S (1) 


Teniendo en cuenta este primer resultado surge inmediatamente para la serie 


(2): 
o ze 
to(2) =D (2k-1) 2 = 25 "kz 32 (2) 
k=0 k=1 == 
- Y - E > (para |z|<1) 
1:=2)- 1-2 (1 -z) 
Con referencia a la (3) obsérvese que de (1), derivando, se obtiene 
m 
pa 27 e y entonces 
(1-2) 
co oo o . 
fat) = karma Tk 2 Y Tak (8) 
k=1 k=1 k=1 
- Ul+2) z __ A F 1 
re rs a a e 
Para la (4) se logra, por último, utilizando resultados conocidos 
o 2 
Lata) = E ar aL 4) 
1 k 2 


Las series (1), (2), (3) no convergen en ningún punto de la circunferencia 
|z| =1 puesto que, para [z|=1 , el término general no tiende a cero 
ara k—o0 

Por conocidas propiedades de la serie logarítmica ('Lecciones", Cap. XXVI, 


9 ) la (4) converge en todos los puntos dela circunferencia | z l =2., 
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excluido el punto z= 2 


47 - Determinar el radio de convergencia de las siguientes 
series de potencias 


¿21 ¿21 


k 
1 y ; 2) = 
5) a aa 10) e ds Tra 


o 
8) > 30 
E=0 (KK!) 

Haciendo uso de la propiedad recordada en el ejercicio precedente, se ye de 
inmediato que para las tres series aquí consideradas se tiene r=«ww  , de mo- 
do que cada una de ellas define una función holomorfa en todo el plano Tales 
funciones no pueden expresarse con los símbolos elementales. 


Se puede, sin STD 80, observar que llamando f. 16) a la suma de la (1) se 


¿E 
Y k - Senz em 
tiene  fj (2) E (-1) ai re 5 , de modo que la f 1(%) se presen 


ta como una extensión, al campo complejo, de la función seno-integral que he= 
mos encontrado en el ej. 43 , por lo que podemos indicaria con el símbolo 


Si(z) 


o 
Análogamente, la suma La2) de la (2) es tal que £o(2) = ES E 


2 
¿<= 62, por lo que la función += 12) constituye una extensión al campo 


complejo de la función de los errores del ej, 45; podemos así escribir 
Ze to (a) =erf 
Vi 9 (2) = ertf(z) 
Para expresar la suma f(z) dela (3) necesitamos hacer intervenir las de- 
nominadas funciones de Bessel , de las que daremos algunas nociones 
en el Cap. XXIX . Mientras tanto el lector puede demostrar que , para todo 


bz <1  setiene z£'(2)+f' (2) -£(2)= 
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48 - Examínense nuevamente las distintas series de poten — 
cias de la x encontradas en los ej. 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 


20, 22, 23 y extiéndanse al campo complejo las fórmulas allí 


encontradas. 


49 - Demostrar que las siguientes series de potencias 


> y o 
a > p 10) ++ : 
Í=z kdog k)" E Le 


tienen radio de convergencia 1 , Estudiar su comporta — 
miento sobre la circunferencia lz] =1 .En la (1) se supo 
he «a número real arbitrario. 

La tesis r=1 se demuestra fácilmente recurriendo a la propiedad citada 
en el ej, 46. Para el estudio de las series sobre la circunferencia | z | =1, 


se puede proceder como se ha hecho en "Lecciones", Cap. XXVI, n% 9, en el 


o 
caso de la serie logarítmica, es decir, observar que la serie ¿k 
tiene, para | =1 y 2/1 , las sumas parciales acotadas da 
E 2 1 

G s|=- T 12] ) y que los coeficientes dog) o 


cara son infinitésimos y definitivamente decrecientes (para k-—«w y 
K 


De este hecho se deduce que las series (1) , (2) convergen en todos los pun 


(*) El decrecimiento se demuestra, por ejemplo, notando que para las funciones Y =———-—, W* 
x1l09x)" 
1 ur il a A E ur 
—— A y == AA KÁ yemtonces lim (x ——) = 
ml m x*  xlogx y xÉ x + u 


y 
=lim (x—)==1 ;¡lssderivadas u' , v' son, entonces, definitivamente negativas. 
cai Y 
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tos de la circunferencia | z|=1 excluido, a lo sumo, el punto z=1 ,Pa 
ra decidir qué es 19 que sucede en este punto conviene recordar los ejercicios 


24, 25 y 26 del Cap. V. 


50 - TEOREMA DE CAUCHY-HADAMARD. 
Para el cálculo del radio de convergencia r de una serie de potencias setie 
ne el siguiente teorema de Cauchy -Hadamard: 


Dada la serie de potencias > aj(z -2p y poniendo 


max lim la] => : 


el radio de convergencia r resulta posible obtenerlo de la 
1 e) 


fórmula 
AN 


Dem.: Sea 0 < A<+o . Hagamos ver que el número r= + goza de 
la propiedad que, fijado zf Zy Ye modo que sea | Z-2p | < z , la se— 


rie dada converge absolutamente , Se tiene A | Z-Zp | < 1 pudiendo enton- 


ces fijarse un número 0 tal de lograrse A | z -29| <0<1 y escribia 
AA CA 
|z-zp1 
ví az | resulta definitivamente menor que E 
0: 


un Índice Y?  talque, para k > Y resulta El Sa ] y, en 
z-Zo 


consecuencia £l | aj (a 2| <06<1  . Por el criterio de la raíz nuestra 


serie es absolutamente convergente. 


. Por una conocida propiedad del máximo límite se tiene que 


; existe, entonces, 


Sea ahora 0<A<+w . Hagamos ver que el número r= de (0 <r <+0w) 
» 


(*) Para el concepto de máximo límite véase “Ejercicios”, Cap. 1V, ej. 17. Puede ser AÁ=0 , O<k<+w 
hz 0; en el 19 caso debe ponerse r=+w  ¡enel3%caso, r=0 . 
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goza de la propiedad que, para Z-2y > == la serie dada no converge. 


Siendo A > EE , por otra propiedad del máximo límite puede decir- 
as 
se que k | ON | nu es definitivamente menor que Existen , 
V |z-z0| 
entonces, infinitos valores k 1 <k) < Kg <.... delíndice k para los que 


resulta UT T> ES , Osea, | ay 0-2 4] >1 5 


En consecuencia, el término general de nuestra serie no puede tender a cero 


(para k-—=0 ) y de aquí que la serie no sea convergente. 


51 - Determinar los radios de convergencia de las siguien — 


tes series de potencias. 


y ¿E 
Z 
m Es dE ; (0) ; 
z 1.k? ak 
3 A 
ARA EE ; CI ¿K 
k=2 TI Kk 


Conviene aplicar el teorema del ej. precedente; en los cuatro casos existe el 


lim , que es igual a cero en los primeros dos e igual a == en 
k—=«u 

los otros dos. Esto se verifica inmediatamente en (1) , (2) ;para (3) es ne- 
cesario recordar que ELN a- pr = + ¡para (4) es necesario recurrir 


k 
4 as 1 
a la fórmula PE a vista en "Ejercicios", Cap. 1V, ej. 15 (0 
a la fórmula de AñO: Se concluye que, para las (1), (2) es r=w yque 


para (3) , (4) setiene r=e 


52- TEOREMA DE ABEL SOBRE LA SERIE PRODUCTO DE 
DOS SERIES DADAS. 


Referente al producto de dos series dadas, junto al teor. HI de "Lecciones", 
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Cap. V, n%3 y al teorema de Mertens ("Ejercicios", Cap. V, ej. 42), es útil 


señalar otro teorema, debido a Abel, que se a así; 


I- Dadas dos series convergentes Ss 4 =U E =Y , al 
k=0 


| la A producto según Cauchy 3 Uk (donde w, Sa 


es convergente, la suma W de la mismá es necesariamen- 
te igual al producto UV 


Dem. De la hipótesis sigue que las tres series de potencias E ue «E > 
A k=0 
ad o 
e e > 2 We eS ; convergentes para z=1 ,son absolutamen- 
=0 


te convergentes para | z|<i . Por otra parte la tercera de ellas es, evi- 
dentemente, el producto según Cauchy de las primeras dos y entonces, por el 


primero de los dos teoremas antes recordados, se tiene 


co E > 
fe A k 
We 2 = . Vi 2, (para z|<1). (1) 
5 ar a 


Pero, como consecuencia del teorema de Abel sobre las series de potencias 


("Lecciones", Cap. XXVI, n% 10), se tiene: 


opa, eje : ey .0 


donde debe entenderse que el pasaje al límite se ha realizado a lo largo del seg- 


mento que une el punto z=0 alpunto z=1 .De (1) y (2) sigue la tesis. 


5d 53 - USO DE LAS SERIES DE POTENCIAS PARA EL ESTU- 
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0 
ra calcular límites que se presentan bajo la forma indeterminada 7 O con- 


sidérese, por ejemplo, el límite Li Eto) bajo la hipótesis que resulte 
—X0 g(x) 


£(xp) = 8(Xp) (1) 
Supongamos que las funciones f(x) , g(x) sean desarrollables en serie de 

Taylor en un entorno (X, =h , xp+h) del punto xp ;envirtudde (1) fal 
tarán en dicho desarrollo los términos de grado cero y se podrá escribir en tal 
entorno 

100) = 8, (xp) +A pex A ÓN e 

(con un cierto m>0 y Ay 40 Ms 
ElX)=b, t-xp P+D pte 9 a tt. 


(con un cierto n>0 y b,%0 ), 


y, Por ende, mal, 
f(x) 'm A > +1 87 Xp) 
pes 5 (si m>n) , 
gb) Ba +D;] Xp) +... 
8, 48, (AX) +... 
ey LE EA ao 
gx) Da + Dp+1 Xp) + +++. 
a PX) 
4) Lo) m + *m+1 o amen 


E) y 0 +Das1 es, 
Las series de potencias que figuran en el numerador y en el denominador de 
(2), (3), (4) son uniformemente convergentes en un entorno del punto xo y 
entonces sobre ellas puede efectuarse, término por término, el pasaje al límite 


para X-=Xp . Se encuentra así 


o 
(*) Recordemos que siempre es posible levar las otras formas indeterminadas al caso ES 
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=0 (si m>n) 
£ “m 
Him 10) pame = 
xx) 50%) Eno E 
=w (si m <n) A 


El método se puede también aplicar cuando se trate del límite para x—o«w ; 


basta efectuar el cambio de variable cs y hacer tender E acero; pe- 


ro se puede también evitar la introducción de la variable E considerando de- 


sarrollos en serie de potencias de + ó 


Retomemos desde este punto de vista algunos de los ejemplos considerados en 


- los.ej. 3, 6, 9 de "Ejercicios", Cap. X : 


na Arcsen X-x 
10 x-arctg x 


295 
1 ES ps 
a, PEN EEE 
4 7% E an 55 
24 


sen” x 


1 2 
5% lim (— - cotg” x) = lin 
0 E x2 sen! 


yx? 


(sen x - X cos X) (sen X + X COS Xx) 


lim 3 
0 x?2 sen? x 
3 5 3 5 
TE Xx «A 
O Ea 
Vi 
ei 
¿dl 2.2 
Grat e qgr+ ) 2. 
= lim e EE 
x—0 (1 y? 
6 


Ed 
1 1 poa) 
+) et oz E 
1 1 
pe A 
x x2 
Con análogo procedimiento se demuestra fácilmente que 
2 Yl+x -2cogx-x 3 
as 


im | x-x2log(1+ »] de S 3 
«al Z 2. "AD arctgao? 
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x,2 
A O RS 
o a a A 
x—0 — (arcsenx) 12 * 70 Q+3008x -5cos E) 3087 


54 - SERIE DE FOURIER (ver "Lecciones", Cap. XXVI, n% 11) 
Escribir la serie de Fourier de la función f(x) ,periódi- 
ca de período 2x ,que en el intervalo [0,21%] coincide 


con la función + Kn -x) (véase fig. 81) 


Fig. 81 


Se trata de una función impar y entonces la serie de Fourier relativa es sola- 


mente una serie de senos. Se tiene 


x 
e E A 
bx = = . gr Xx) sen A 


y la serie buscada es, entonces, 


pa 
Por un conocido teorema e) esta serie converge y tiene por suma la f(x) en 
todos los puntos x22kx ¡para x=2kx la suma vale cero. En particular, 
se tiene 


(*) Aludimos al teor. ll enunciado en “Lecciones” Cap. XXVI, n. 11 que aplicaremos sistemáticamente tam- 
bién en los sucesivos ej. 56, ..., 62 y demostraremos en el ej. 69. 
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E 
Y Lx) A (para 0<x <21) 
k 3 
k=1 
55 - Escribir la serie de Fourier de la función f(x) ,perió 


dica de período 21 ,que vale 1 en [0,m) y -L en (9,22) 


(ver fig. 82). 


Fig. 82 


La f(x) es impar resultando así la serie de Fourier solamente de senos, 
Siendo 
o si k es par 
x 
bi = ES f sen kx dx=....= 


OS 
xk si k esimpar , 


co 
la serie buscada es a > PARE . Por el teorema recordado en el 
x 0 2h+1 


ej. precedente, puede escribirse 


(para 0<x <8n) 


za 
sen (2h+1)x _ 
h=0 2h+1 7 
ore (para TX <x<2xX) 
56 - Escribir la serie de Fourier de la función f(x) , perió- 


dica de período 2 NM ,que es impar, igual a x en [ o, al 
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x 
iguala Rn-x en (7, x ] (er fig. 83) 


e! 


x x 
2 de 
be== x sen kx dx + (x-x) sen kx dx 
lEZO 2 
0 (si k es par) 


hi E 1 
17 —=-— (si k esimj =2h+1 
(1) E ( ¡par ) 


Se llega así a la fórmula 
x (para 0<x< 


o 
4 h Sen (2h+ 1) x 
a 1) e 
E y (2h + 1) 


pi 
Tí 
al 


n-x (para F sz <xM) 


57 - Escribir la serie de Fourier de la función f(x) periódi- 
ca de período 25 ,que en [ -5N,X ] coincide con la fun- 


lón x2 (ver fig.84). 


Se trata de una función par y entonces la serie de Fourier relativa está forma 
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*1 


da solamente por cosenos. Se tiene 


2 
21 
E E si k=0 , 
a= 2 / x” cos kx dx = 
xr % 
(1) si k>0, 
y se llega así a la fórmula 
La a E e =x2 , (para -1<x<n) 


Poniendo x=0 y x= se encuentra, en particular, 


58 - Escribir la serie de Fourier de la función f(x) ,perió- 


va 


x 
dica de período 2% ,que es par, vale 1 en [ 0) 


le 1 en E. 1] (ver fig. 85) 


La serie buscada estará formada sólo por cosenos, con los coefi - 


cientes 
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(si k es par) 


(si k esimpar=2h+1). 


Se obtiene, entonces, la fórmula 
Y x 
e (para 0<x <z) 


SN 1) h cos(2h+1)x. 
( TITO 


Tr us 
dr (para 5 <x£N) 


59 - Escribir la serie de Fourier de la función f(x) , perió- 
dica de período 28 ,que en [-x, 1 ] coincide con la 


función cos (ver fig. 86) 


Fig. 86 


Tratándose de una función par se tendrá una serie sólo de cosenos, con los co 


eficientes 
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x 
OS 
e cos É cos loc dx - + AE 
n sr 4k2 a 
Se llega a la fórmula 
2 k-1 
2,4 (669) Xx 
L+25 ——— cos kx = cos -  , ara —N x <xYr 
nn a e OS 


en la que, poniendo x=0 , se tiene 


ES 


La 3D Dev 


60 - Escribir la serie de Fourier de la función f(x) , perió- 
dica de período 2n quees iguala x en [ 0,5) , igual a 


0 en (1,2x ] (verfig. 87). 


Fig. 87 


La función aquí considerada no es ni par ni impar; entonces su serie de Fou-= 


rier contiene senos y cosenos. Los coeficientes están dados por 


Z =0 
e 3 (si k=0) 
| xcoskxdx=3% 0 (si k espar>0); 
yx 
0 
1 E 
E E (si k es impar) 
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us 2 cosx_senx sen 2x 2 cos 3x  sen3x sen4x 
o e e 
4 n 1 1 2 xn 3 3 4 
cuya suma vale x para 0<x < SM, vale 0 para NM<x<2n (en el 
punto NI la suma vale ia ) 
2 


61 - Escribir la serie de Fourier de la función f(x) , perió 


dica de período 2N ,que es igual a e% en [ -1,2 ] (ver 


dl 


fig. 88). 


Fig. 88 
Conviene aquí, para que los cálculos resulten simplificados, considerar la se 
+0 
rie de Fourier bajo la forma exponencial > ON elle con as 


xr 
= Hi f E(x) EX gx. Se encuentra 
-K 


x 1-ik)x r Z 
ib Ad ¿(1=Ak) | aaa 


k 21 n 21 1-ik n 2% 1 -ik 
q 
Y sehr 
xn 1 - ik 


teniéndose entonces la serie 


ikx 

senh 1 k e 
quad > (E 
A 1-ik 
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Pasando a la forma real se llega, con fácil cálculo, a 


senh 1 
O Y > 
E +2 
k=1 


k 
y 
Ss 23 (cos kx - k sen kx) 


Esta serie tiene, para -N<x<g ,sumaiguala e* ¡en los puntos 


M, -N su suma vale, en cambio, cosh K 


62 - TEOREMA DE RIEMANN 
Se enuncia del siguiente modo; 
I-Si f(x) es generalmente continua y sumable en el inter— 


valo acotado [ a,b ] , se tiene 


lim [torcos Axdx= lim fio se Axdx=0 (1 
do Ja o da 

En particular, los coeficientes de Fourier e bx de una 
función f(x) , generalmente continua y sumable en [ 0, 21] 
son infinitésimos para k—o« 
Dem. Nos limitaremos a probar la primera de las (1) ya que la demostración 
de la otra es del todo análoga. 

Comencemos suponiendo que la f(x) sea continua en [ a,b] . Existirá, 


entonces, M>0 tal de ser | 100) | <M en [ a,b ] ; además, en co —= 


rrespondencia a cada £ > 0 existe 3, >0 talque, para todo par de pun- 


tos: X1, xH de Ñ a,b] tales que | xx | < 8; , se obtendrá 
€ 
| ta) -£6c) | < Er Una vez dicho esto,- pongamos 
h 7 
(A) = f f(x) cos Ax dx . (2) 
a 


y, suponiendo, como es lícito A > 0 puéde también escribirse tras haber e - 
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T 
fectuado la sustitución x=t- cd 


Lea 
us 
p(A)=- f ñ f(t-—) cos At dt E (3) 
are a 
A 
Reescribiendo x enlugarde t y haciendo la semisuma entre (2) y (3), 
se obtiene, suponiendo A ya suficientemente grande como para: verificarse 
US 
=—< 
que a+ b 
y 
ar 


1 A 
PA) = 3 f(x) cos Ax dx + 
a 


[£6o9-1- E) ] cos rx dx - 


pb+E 
+*E x 
- £0c- e) cos Ax dx 


xr 
De aquí, bajo la hipótesis que A sea también tal de lograrse E < Se > 


LE a 
e 


1 A ¡E ES a 
|em|<z qm ro a y E) <hcean ar 


lo que prueba que, efectivamente, para Ao se tiene p (A) —0 
Pasemos al caso en que f(x) es generalmente continua y sumable en| a,b ] 
y llamemos N al conjunto (cerrado y de medida nula) de sus puntos singula — 
res. 
Dado €>0 , por la absoluta continuidad de la integral de la f(x) (véase 
Cap. XXV, ej. 7) existe Se > 0 tal que, para todo dominio medible U con 


tenido en [ a,b ] yde longitud < 8, resulta f | £6o | a < 
y 


Por otra parte es posible subdividir [ a,b ] en un número finito de inter - 
valos parciales de modo tal que los intervalos que tienen puntos en común con N 


tengan, en total, longitud menor que < Se . Llamemos Ug al dominio for- 
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mado por tales intervalos e indiquemos con [ Ple» Uy ] y los 1,27 y 


los intervalos restantes, en los que la f(x) es continua, Se tiene así 


n 
b e 
ET) -| f 16) cos rx a|-| [ f(x) cos Ax dx+) 7 f 16%) cos da dx | < 
'a “Ue l=1 “p 
k 
Neg Ak De Ik 
sf | £6x)| dx+ f f(x) cos Ax dx | < => f f(x) cos Ax dx 
Ue 1 | o 2 1 


Por la demostración precedente cada término de esta última suma es infinité- 
simo para AÁ-—«  yentonces, para A suficientemente grande, su suma re 
sulta < - . En tales condiciones, se tiene, entonces, | CAES) | <A SN 
que es lo que queríamos demostrar. 

El teorema de Riemann vale también en el caso que el in- 
tervalo [ a,b ] sea no acotado. En efecto; suponiendo que, por e— 
jemplo, se tratase del intervalo [ a, + ] , dado £ >0 puede determi — 

+0 É 
narse b¿>a talque Í | £(x) | ax Sr y escribir 


€ 
De +00 
f T(x)cos Ax dx +f | f(x) | dx < 


be 
[ f(x) cos Ax dx | 


Por la demostración precedente el último término tiende a cero para A —«w 


+0 
| f | < 
a 


€ 
Sr 


y entonces.... 
63 - DEMOSTRACION DE UN CRITERIO DE CONVERGENCIA 
PUNTUAL PARA LA SERIE DE FOURIER. 


Queremos dar aquí la demostración del teor, II de "Leceiones", Cap. XXVI, 
nC 11, que tiene el siguiente enunciado: 


Si la función f(x) 


, periódica de período 25% ,es gene - 
ralmente continua y sumable en [ 0,21 ] , Puede afirmar- 
Se que; 

Ñ Al 19) en todo punto Xy en el que la f(x) sea continua y en el 
que existan tanto la derivada a la izquierda como la deriva 
AE a la derecha de la f(x) /'en particular; en el que la f(x) 
sea derivable_7, la serie de Fourier de la f(x) converge y 
jene por suma 10) ; 

2) en todo punto Xy en que la f(x) tenga una discontinui- 
dad de 1% especie y en el que existan tanto la derivada a 
la izquierda como la derivada a la derecha de la f(x) , li 
serie de Fourier de la f(x) converge y tiene por suma 


Log) +10) 
pod 


Dem, Comencemos deduciendo una expresión notable de la suma parcial, en 


un punto xy fijado; 


2 a 
Sp0tp)= + z (4, cos kxg + by sen k xp) 
=1 + 
de la serie de Fourier de la f(x) . Teniendo en cuenta las expresiones de los 


coeficientes aL» Dz, Puede escribirse 


21 n 1 2n 
A Ñ tea £(x) cos kx dx * eos lx, + 


EOS 


E z S 


> 


A dx; 
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El (14) 
n sen (n+ —)(x-x ) 
o 
1 2 sen + (x-£,) 
y entonces 
1 21 sen (n+ 2, exp) 
So) = 3 j A 


1 
sen qe xo) 


o también, teniendo en cuenta la periodicidad de la función que se integra, 


1 XgtHn sen(n + > (x-Xp) 
So) = 2% 16) NATA e (1) 
Xy NM sen q 4-Xo) 


Esta es la expresión a la que necesitábamos llegar y que toma el nombre de 
integral de Dirichlet., 

Veamos ahora la forma que toma la (1) cuando f(x) =1 , En ese caso to— 
dos los coeficientes de Fourier de la f(x) son nulos a excepción de a. = 2 


por lo que resulta 5. Ko) = 1 ¡dela (1) se deduce, entonces, 


1 
l=>+ 


2n 


1 
Xg+KM sen(n + -7) (X-X,) 
[ foo e 
X 


1 
yr sen z (=Xp) 


La integral que aquí figura en el segundo miembro puede dividirse en la suma 


Xx 
0 
de las dos integralés = f A 5 == f E ; pero, transfor— 
x 


0 


mando la segunda con la sustitución x= 2 xo -t se ve inmediatamente que re- 


sulta igual a la primera, por lo que, de la (2) , siguen las 


(*) Esta relación sigue inmediatamente de la primera fórmula de “Ejercicios”, Cap. XI, ej. 42. 
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E 
1 1 Xg Sen(n+ ES xp) 
—= — o 
2 
E 


yA sen + xp) 


2 2x 


A A ES senín+ F)0-xp) do 
o sen + (5-xp) 
Tras obtener las (3) observemos que, de las dos afirmaciones de nuestro teo- 
rema basta, evidentemente, demostrar la segunda. 
Multipliquemos las (3) por 1973 y por f(xg+) , respectivamente, tras lo 


cual se las restamos a la (1) ; obtenemos así 


pe 
sení(n + 7) (Xp) 


terod+tr.” 1 (% 
IC 


1 
$ en —ix- 
yaN ser 2 de Xp) 


1 
XKg+n sen(n+ Fx) 
.— [100-1099] ——— 
Xo sen 3 (Xp) 


por lo que la tesis será justificada apenas logremos demostrar que para n-=co 
los dos términos del segundo miembro tienden a cero, Expondremos la demos — 


tración para el segundo término pues la relativa al primero es del todo análoga. 


£6x) -£ixp+) 
Poniendo  (x) AER SEDPOS el término en consideración se escribe 
sen (x-x0) 
Xgin 
f Y (x) sen(a + + px. (4) 
Xg 


La función Pa) es generalmente continua en el intervalo h Xp Xy Y ] 
puesto que lo es por hipótesis la f(x) - Ly mientras que el denominador 
sen Sr (xp) se anula sólo para x=X¿ . Pero puede observarse que el pun 


to X¿ es, para p() , uma singularidad evitable (sobre el citado intervalo) . 
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Recordemos, en efecto, que por hipótesis la f(x) es, en el punto xo. deri. 


£(x) -£(Xp+) 
vable a la derecha, o sea que existe determinado y finito el lim AIPAEQHA 
x=Xg+ XX 


=1 , de donde 
1 
1009 -t(x,,) Fx) 
im p A) lim 1 ———_—= : Pay 
Xp X—Xp+ XX sen L(x-xp) 


Esto prueba también la existencia .de un entorno a la derecha de xo ,de am 
plitud $ ,con 0<3<x enelquesetiene| pa)| <2|1[+1 , es 


decir, en el que la «(x) es generalmente continua y acotada . En el interva- 


lo restante [ xpg+3, Xg+X ] resulta, evidentemente, | p(x)| S 
|£6)]| +] 101 
€ > por lo que la «p(x) es también sumable en tal interva- 
sen y 5 


lo, En conclusión, la qa) es sumable en [ Xp + Xg+x ] y entonces, re- 
tornando a la (4) , utilizando el teorema de Riemann demostrado en el ejerci - 


cio precedente, queda demostrada nuestra tesis, es decir, lim pe =0 
n—o 


$84 - UN TEOREMA SOBRE LOS COEFICIENTES DE FOURIER 
DE UNA FUNCION. 


Sea f(x) una función continua en [ 0,21 ] de la que se suponen conoci= 
dos los coeficientes de Fourier a» De ; queremos demostrar que la f(x) 
resulta completamente individualizada por estos coeficientes, vale decir, que 
ella es la única función continua que tiene tales números 
Mk, Py como coeficientes de Fourier. Evidentemente este teorema 
será demostrado si probamos que: 

I-Si una función f(x) , continua en [ 0,21 ] ,es tal de te 


nerse, 
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21 
f f(x) cos kx dx = 0 Ñ ESO Il 
109) 


2% ; 
f f(x) senkxdx=0 , (ESAS o 


resultará idénticamente nula en [0,2x] . 

Dem. Razonemos por el absurdo y supongamos que la f(x) no sea idéntica — 
mente nula. Debido a la continuidad se podrá encontrar un intervalo [ a,b ] 
contenido en [ 0,21 ] en el que la f(x) sea, por ejemplo, positiva. 


a+b es 


) - cos z » es fácil con- 


Introducida la función P (x) = 1+ cos (x - 


vencerse de que, para a<x<b resulta P(x)>1 , mientras en todos los 
otros puntos de [ 0,28 ] setiene | p()|<1 . Por lo tanto, llamando 
[ ap ] a unintervalo interior al [ a,b ] , existirá un 0 >0 tal 
que, en [a ,P ] ,setenga p)>1+0 

Dicho esto, consideremos la función [ p(x) Y , con n entero positivo 


arbitrario, Se ve de inmediato que esta función es un polinomio trigonométrico 


de orden n yentonces, en virtud de la (1) , se deduce que 
21 n 
[ [ pe) ] to) ax=0 (cualquiera sea n ). (2) 


Por otra parte se tiene 
21 n a n 2x n 
f [ pe) ] fe) 0x= [to £(x) dx+ f [290] 10) ax + 
(3) 
b n 
+ / [ qe) ] fe) dx 
a 


Los dos primeros términos del segundo miembro se man- 


tienen acotados cuando n varía, pues, llamando M. almáximo de 
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|£6x)] en [ 0,23 ] y recordando las propiedades de «p(x) se ve que el 
valor absoluto de cada uno de ellos no supera 2NM M 

En cambio, el último término del segundo miembro de (3)tien 
de a +0 para n—«o pues, llamando m>6 almínimo de f(x) en 


[2,5] se tiene 
b n P n 
f [ pe) ] fos) dx > J [P09] fo) ax >ma+ryP (pa) 
a a 


De las dos propiedades ahora observadas y de la (3) sigue, evidentemente, 


n—o 


21 n 
lim [ [ q0)] 10) dx=+0w a 


lo que está en contradicción con la (2) , que es lo que queríamos demostrar. 
Si no se exige la hipótesis de la continuidad de la f(x) , la precedente afir= 
mación, tomada al pie de la letra, no mantiene su validez; sin embargo, puede 
mantenerla si se modifica levemente el concepto de funciones idénticamente i¡= 
guales (o de función idénticamente nula). Tal modificación es de gran ayuda en 
el cuadro de la teoría de la integral de Lebesgue (ver Cap. XXV, ej. 49, 50);se 


tiene, en efecto: 


NH -Si una función f(x) , sumable en [ 0,21 ] , satisface la 
(1) resultará, para casi todo punto de [ LS 21] , igual a 
cero. 


Dem. Poniendo 
x 
F(x)=c+ Ú' £(t) dt ñ (4) 
0 


la F() es continua en [0,21] yresulta F(0)=c , F(2x)=e, 


esta última en virtud de la primera de las (1), escrita para k=0 
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Se puede hacer de modo que resulte 


2n 
f F(x) dx = 0 E (5) 
( 


2n x 
basta para eso elegir c=-=- E / dx f f(t) dt . Transformando las 
'0 0 


(1) con una integración por partes se obtiene, para k=1, 2, 3, 


21 21 
[ 700 cos to ] .x | F(x) sen kx dx = 0 > 
0 '0 
25 21 
[ 100 sen kx] | F(x) cos kx dx = 0 Si 
0 


o sea 


21 21 
f F(x) cos kx dx = f F(x) senkxdx=0 , (k=1, 2,3, ) 
0 0 


Estas, junto con la (5) , expresan que también la F(x) 


(continua) verifica 
la (1); por el teorema 1 es, entonces, 


F(x) =0 
Pe) (=0) 


. Pero, por la (4) , 
es para casi todo punto igual a f(x) 


la 
, de donde sigue la tesis. 
65 - Demostrar que se tiene (cfr, Cap. XXV, ej. 40): 


+0 _a-1 

Ed 
J : PE 
0 1+x 


áEh, 0 1 
senrna MSSED, 


(1) 
calculando los coeficientes de Fourier de la función f(a) , 
periódica de período 2 ,que es par y en [ 0,1 ] 


a a-1 
con sena J 
0 


1+x 


coincide 


dx. 


La serie de Fourier de la f(a) 


está constituida solamente por cosenos; 


se 
tiene, entonces, bx=0 y 
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1 1 
/ sena pta)ecoskra -da= | $(a)sen(k+ 1) 10 da - 
0 0 


1 
-/ (a) sen (k-1) na da (2) 
0 


donde se ha puesto 


+0 a-1 +0 

Xx eat rá t 
p(a)= 1 dx = dt , (sustitución x=e!) 
0 e -0 1+e 


Por otra parte, se obtiene, para n entero 


p(a)sennmoda=| sennnada = e**sennnadar 
E 1+e* EE 
o o 


de Cid ari 
” 77 (t sennna-na cos nna)] a 
O a=o 


+0 


E == — nt 
a [ cor] 


por lo que, si n es impar se tendrá 


a re 
f (a) sennna A | a (3) 
0 -0 tó+ nn? 
mientras que, para n par resulta 
1 +2m t 
| O E -0 , (4) 
o 1+el t4+n2n? 


ya que, en la última integral, la función a integrar es impar. 
Volviendo a la (2) , y teniendo en cuenta (3) y (4) se ve que 
a452X ; a=0 para k=1, 2, 


a 
Puede decirse que la función f(a) - e =f(a) - 1 tiene todos los coefi — 


cientes de Fourier nulos; ahora, por lo dicho en el ejercicio precedente, se tie- 
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ne f(a)-1n =0 ,osea, f(a)=x . Y esta igualdad no es sino la (1). 


66 - PROPIEDADES DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER DE 
LAS FUNCIONES DE NORMA SUMABLE, NOCIONES SO— 
BRE LA CONVERGENCIA EN MEDIA. 

2 
Sea f(x) una función (real o compleja) cuya norma | f(x) | sea sumable 
en [ 0,21 ] . Sabeníos (ver Cap. XXV, ej. 42) que resulta sumable en 


[ 0,12% ] pudiéndose entonces hablar de sus coeficientes de Fourier, que 


consideraremos bajo la forma 


E (1) 


Queremos poner en evidencia otra propiedad notable de estos coeficientes. Fi 
jado un entero positivo n , consideremos un polinomio trigonométrico arbitra 
rio de orden n : 


n 


E A 1) 

k==n 
y tratemos de determinar sus coeficientes Ye (reales o complejos) de modo 
que, en [0,21 ] , el polinomio trigonométrico Pp (*) proporcione la me- 


jor aproximación posible de la función dada f(x) ,en el sentido que re- 


sulte mínima la siguiente integral 


1 21 2 
yl | 100 =p, eo] ax 0) 


que es, evidentemente, una función real no negativa Pl do ls 


Ta ¡EN de los coeficientes de Ppe)  . Este modo de considerar la apro — 


ximación (aproximación en media o global) se inspira en el mismo 


concepto sobre el que se apoya el método de los mínimos cuadrados (ver "Ejer— 
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cicios", Cap.XVI, ej. 45); la integral (3) o mejor aún: su raíz cuadrada_/pug| 
de denominarse el error cuadrático medio conque pp(x) aproxi — 
maa f(x) 


De las (2), (3) sigue 


n 21 21 
= did: i(h-k)x 
ER nt f oli > 2 Y ETE / e dx 
k=-a 0 =. kn. 0 


q -k)x 


21 
o también, teniendo en cuenta (1) y observando que f 
0 


(si hfk) , =2x (si h=k) 


n 2 
se = 4 
yo Te + | Tel . (4) 
=n == 


Si, en particular, se ponen los coeficientes Y E iguales a los coeficientes 


de Fourier Ck +. Se obtiene 


Pl e 


sn n 
| 100 1%ax -2 [0 - 6) 
=2. 


De (4) y (5) sigue, restando mieníbro a miembro: 


Pl ” ds MESES ra es Co» Cp O qro rs Cp € 
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lo que muestra que siempre es P( To: OA Pl ...) , valiendo el signo 


= 0loRi Yy= y 77) TA As 7 


PE Hemos así obtenido el siguiente resultado: 


1- Entre todos los polinomios trigonométricos de orden n, 
el que realiza la mejor aproximación en media de la f(x) 
es el polinomio trigonométrico que coincide con la «suma 
parcial Se) de la serie de Fourier relativa a dicha f(x) . 

Además, como la integral (3) es siempre > 0 , también será así su va - 


lor mínimo, que está expresado en (5) ; escribiendo esto se obtiene la desigual 


dad 
2 2x 4 
> le, | e Iré. (6) 
k=-1 0 
Esta vale cualquiera sea el entero r y como el segundo miembro no depen- 
+0 2 
dede n ,la (6) expresa que la serie de términos no negativos > | e | 
ko Kk 


tiene sus sumas parciales acotadas; tal serie es, entonces, convergente y vale 
la denominada desigualdad de Bessel 


to 


2 2x1 2 
Sl ole o 


Si se introducen los coeficientes habituales a , e , dado que se tiene o” 
20 _ F ibi 
O: El 


2 
Cl 2 2 2x1 2 
ES 


, la (7) se transforma en la 
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Mediante consideraciones que requieren más elementos de los que dispone — 
mos y que, por tanto, aquí no intentamos desarrollar, se demuestra que sea en 
la (7) como en la (7') vale siempre el signo de igualdad, es decir, vale la a-= 


sí llamada relación de Parseval: 


E] 2 1 21 2 
A TA o 
k=-w 0 


o también 
lso a, 2 2 2x A 
SEMA El, e 


Dela (8) Zo de la (8') 7 puede darse una interpretación notable. La (8) pue 


de escribirse también 


21 2 n 2 
ICAO 


pero, por la (5) , la expresión entre paréntesis cuadrados no es sino la inte — 


lim 
no» 


gral (3) cuando en ella se ponga VE , 0 sea, Pp, = 5.0) E suma, 
parcial de la serie de Fourier de f(x) _7, por lo que la (8) equivale a la 


21 2 
se, | 100 =s,0) | dx=0 . o) 


La (9) expresa que la suma parcial Ss, 0 de la serie de Fourier, aproxi— 
ma en media la f(x) con un error cuadrático medio que tiende a cero para 
n—«w ;este hecho suele enunciarse brevemente diciendo que la serie de Fou - 
rier de la f(x) converge en media hacia la propia f(x) . La conver— 
gencia en media, en general, no tiene nada que ver con la convergencia ordina- 


ria, expresada por la 
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¿Lima [160 5,60) ] > (10) 


ya que puede mostrarse con ejemplos que puede verificarse la (9) sin que on 
pingún punto x se verifique la (10). La relación de Parseval equivale, enton- 
ces, al siguiente teorema: 

IU - Para toda función f(x) , de norma sumable en [ 0,2x dis 
la correspondiente serie de Fourier converge en media ha- 


cia la f(x). 


67 - INTEGRAL DE FOURIER. 


La integral de Fourier proporciona, b: 


jo oportunas hipótesis, una represen— 
tación integral de una función f(x) definida en [ -0, +00 ] . Tal integral 


se escribe del siguiente modo 


NN PA EA ist 
am j ce de ] f(s) e ds 2 (1) 
- -00 


inde el asterisco puesto delante de la primera integral indica que ésta debe in- 


torpretarse como una integral impropia con el valor principal de Cauchy (es de- 


n 
cir como pim f .... ) osea que, con mayor precisión, la (1) debería es 
3 
eribirse 
=pn +0 
lim Ef a f 15) ds, (1) 
no 22% an 0 


Esta expresión es, evidentemente, una función de x y veremos ahora que , 
bajo oportunas hipótesis, resulta igual a f(x) . Observemos, previamente ,que 
la expresión (1) viene sugerida por la propia forma de la serie de Fourier de 


una función f(x) de período T :; 
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cuando se haga tender T al infinito; en efecto, poniendo e = e ,yen- 


tonces, e "hora >» la (2) puede escribirse 


1 1 T/2 Ist, 
[q E) Ea f(s) e ds 


y de aquí surge claramente cómo, a través de un pasaje formal al límite pa 
ra T--0%w ,eeobtiene la (1) , Demostremos ahora un teorema análogo al del 
ej. 63: 

I- Sea f(x) sumable en [ -0, +0 ] . En todo punto x en el 
que la f(x) sea continua y admita derivada a la derecha y a 
la izquierda (en particular: en que la f(x) sea derivable)la 
integral de Fourier (1) resulta igual a f(x). En todo punto 
x en el que la f(x) tenga una discontinuidad de 1% especie 


y en el que existan tanto la derivada a la derecha como a 


la izquierda de la f(x) , la integral de Fourier (1) resulta 
f(x) + £(x+) 

2 
Dem. Fijado cualquier x yparatodo n>0 , se ve inmediatamente que la 


igual a 


función f(s) elt(X-8) de las variables s , t resulta sumeble en la faja 


(o <s <4¿0m -n<t<n) . Sigue que, considerada la integral iterada 


que figura en (1') se puede invertir en ella el orden de las integraciones y es— 
eribir 


n +00 Ps + n 
a ea f £(5) ETS ds - za! £(s) de j elf6-8)t qt = 
29 E 


2x1 -0 -0m 
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+0 r cifrs)t ] tn +00 E 
pes j fieras | E e j £(s) EEPDOS ay 
21 ro A x-8 


-a 
En esta última integral dividimos el intervalo de integración en los tres inter- 
valos [ -0,x-x ] ; [ X-H,Xx+M ] » [ x+x,+ 00 ] ; se obtiene, de tal 


modo, 


fa +00 y 
| e qe f £(s) St ds = 
a = 


2x co 
xo xn > 
us j LO n(x-s) ds + Es £(s) Sonne) ds + 
ny xs nn Jx-n 2=R 
+w 
Sl nece) ds 
E 


En la primera y en la tercera integral del segundo miembro se tiene | x-8|2 


> y entonces 0 € L£col ; la función e es entonces sumable 
= x E 


en los correspondientes intervalos y entonces, aplicando el teorema de Riemann' 
(ej. 62), se concluye que tales términos tienden a cero. Por lo tanto, para estu- 


diar el límite (1') basta estudiar este otro 


XA 


lim = 0 AD 
n—o N x=k x-8 


Con tal motivo consideremos la función periódica de perfodo 2 Xx que en 
[ EN ¿RR ] coincide con nuestra f(x) y pensemos en su serie de Fou — 
rier. Por lo que se ha visto en el ej. 63 la suma parcial Sp eo) de esta serie 


está expresada mediante la integral de Dirichiet 


£(s) de 


3 t- 
10 sen(n + —3-) (X-8) 
SS xXx sen L6-s) 
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y entonces, por el teorema demostrado en tal ejercicio, el actual quedará pro - 


bado si hacemos ver que la diferencia 


i 
x+x X+x sen(n+ 7) (x-8) 
a 10) ELDES y  L PS DA 
dao E 22 dx-x sen 7 (X-8) 
A cos Ls) ] x+ x 
- Í (5) | —- ——=—— | sen n(x-8) ds- 57 £(s)cosn(x-s)ds 
x-51 X-S 2sen Z 6-9) | x-—K 


tiene límite cero cuando n —o+o . Pero esto sigue inmediatamente del citado 


teorema de Riemann, cuando se haya observado que la función - 
x-8 


E + cotg + (x -s) es continua también en el punto s=x ,de donde en 
las dos últimas integrales las funciones que multiplican sen n(x-s) y 


cos n(x -s) son sumables en [x-2,x+x ] E 
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CAPITULO XXVI! 
Funciones implícitas 


1-UNA OBSERVACION SOBRE EL TEOREMA DE DINI ( ver 
"Lecciones", Cap. XXVI, n9% 1, 2, 3). 


Señalemos que el hecho de que el jacobiano sea distinto de cero en el punto so- 
lución P considerado es condición suficiente, pero no necesaria, para que el 
sistema 

5 Ko Xo > 


Lg (o Hgo...» Xp 5 Yi Yao ++.» Ip) = 0 , 


Yi» Ya» 


E E 
sea resoluble de modo único en un entorno conveniente de P. Si, por ejem — 


plo, se considera la ecuación f(x, y) = y" -x 


, el jacobiano (que en este ca 
so se reduce ala £,= 3y?) vale 0 enel punto solución P (0,0) ;sinem- 
bargo la ecuación en consideración es evidentemente resoluble, de modo único,a 


través de la y= es x 


.Análogamente la función definida implícitamente por la ecuación f(x, y) 


= (x + y)? (x - y) + 4x= 0 resulta uniforme en un entorno del origen (punto so- 


2 


a ay? -2xy se anule. 


lución) aunque en tal punto la derivada parcial f, 


En efecto; la ecuación fíx,y)=/0 es de 38%" grado en y , admitiendo, en- 
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tonces, para todo x  , por lo menos una raíz real y . Demostremos que es 
única. Esto es evidente para x=0 ¡para x%0 la f(x, y) requiere que 
X - y tenga signo opuesto a x ,.es decir, x? <xXy . Y, en este caso 
a? <Xy) , se tiene 

Ey = 202 xy) - (2 +3y%<0 >, 
lo que nos dice que, para x fijo y ra <xy ,la f(x,y) es decreciente,con 


lo que no puede anularse en más de un punto. 


2- DERIVACION D£ LAS FUNCIONES IMPLICITAS (ver "Leccio 
nes", Cap. XXVII, n% 1, 2, 3). 


Calcular las derivadas parciales de 1% orden de la fun— 
ción z=z(x,y) definida implícitamente por la ecuación 
fx, y 2) =x + BP -2xyz+4=0 . 
Puesto que Ly = 3x2 - 2yz FS fy = -2xz Pa f, = 322 - 2xy , Se encuentra 


por fórmulas conocidas 


dz ES - 2yz dz 2xz 
dx 3u2-2xy '  0Y  322-2xy 


3-Análogo ejercicio para la ecuación 
f(x,y,Z) E xysenz+z=0  ; ( 
f(x, y, 2) = e*YZ - xyz+2=0 : (2) 


Se encuentra, respectivamente, 


dz ___y8mz dz ___Xsenz h 0 
ax xycosz+1 ' dy xy cos z +1 . 

dz z Oz z 

A e 


4 - Calcular las derivadas de las funciones y(x) , z(x) defi 
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nidas por el Etona 
fx,y, 2) =x2 + y? -22-5=0 

E(X,y,Z) = xy + 2yz -xz -4=0 


Puesto que resulta f_=2%x , yv A TE Y IN 8, e 


EX+22 , 8¿=2y-Xx ,setiene 
2x -22 
- dy y-z 2y-x x2 42? - 2xy - yz 
a 2y 22 ay +22 aye mz 
X+2Z 2y-x 
2y 2x 
dz x+22 Jl 2 -y? + 2XZ + yz 
E 2y 22 ay? + 222 Xy +Xz 
x+22 2y-x 
dy dz 
5 -Análogo ejercicio de cálculo de las derivadas as E 
x x 


para las funciones definidas por el sistema 
fx y, 2) = 4 -+2-4=0 
EX, y, 2)=20*+y-1=0 


Se encuentra 


dy l+ze* da  z+e 


- , pl 
MY dx 


6 - TANGENTES A CURVAS DEL PLANO Y DEL ESPACIO (ver 
"Lecciones", Cap. XXVII, n? 4), 
Escribir la ecuación de la tangente a la curva plana de e- 
cuación y (14-y -x2=0 en el punto P( Va, 1) 
E S 
=2x , fy=4y"(8-y) se tiene Laí3, 1=2/3 1y((3, D= 


=8 , y entonces la ecuación buscada es 2 3 -Ú3)+8 1-0 , 08e- 


Siendo fy 
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a, V3x-3y+1=0 


7 - Escribir las ecuaciones de las tangontes a las curvas 


planas siguientes, en los puntos indicados: 


(1)  x(2+y2% -2y2=0 , en P(L,1) ; 
(2) ysenx+xeY -2=0 , en P(2,0) ; 
(3) xo +yeen(x-1) -2x -4y+1=0 , en P(1,0) ; 
A . A 
(4) e arctg 7-78 tr e PL) ; 


6) log Vx?+y? -arctg L+ E-10g2=0 en PAYS, 1 5 


Se encuentra, respectivamente: 


(1). 2=P=1:=0- 5 
(2) x+(2+8en2)y-2=0 ; 
(8) x+3y-1=0 ; 


(4) (M+1)x+(X-1)y+2X =0 ; 


6) y=(2+ 3 x -20+ 13) E 


8 - Escribir la ecuación de la normal a la curva plana x 


a 
mE 


Aplicando conocidas fórmulas de laGeometría Analítica se encuentra 


4 


-4y (1 -x2)=0 en el punto mE. 


9 - Determinar los puntos de la curva plana definida por la 
2 
ecuación (2 + y? - 2x2 - y?) =0 en los que la tangente resul- 


ta paralela al eje de las x 


£ xo 


a 1 q 
y0d +y2+ 1) 


sistema 

xp0 + y? -1)=0 
is ; 
Se encuentran así cinco puntos reales de coordenadas (x=0 , y=0 ) , 
a o y=1+) ; pero el origen debe ser descartado ya que, como 
en él resultan £, (0,0) = fy (0,0)=0 , la fórmula que da la derivada 
pierde significado e, Quedan entonces los otros cuatro puntos, que son los 


buscados. 


-10- Escribir las ecuaciones de la tangente a la curva del 


espacio definida por el sistema 


fx, y, 2) =x2+ y? - 2x2 -1=0 
Elx, y, 2)=x2+22+2xy -4=0 , 


en el punto P(0,1,2) . 


2x-2z 
Ela 
da = 4(2?2 -Xxz =xy -x2) E 
(2,x) 22 2x+ 2y 
2x-2z 2 
9,8) ó 
Jy= A = =40% -x2 xy - y), 
(x, y) 2x+2y 2x 
en el punto P resulta J,=8 ,33=16 , J¿=-4 yentonces las ecuacio- 
nes de la tangente son 
A 
2 4 


11 - Escribir las ecuaciones de la tangente a la curva 
x? -3y2+22+4=0 
xy -5(x -y)+22=0 

en el punto (1,1,-1) 


Se encuentra 


AL, YE, RL 


15 7 6 


12-PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE EN UN PUNTO, 
(ver "Lecciones", Cap. XXVI, n 4). 


Escribir las ecuaciones del plano tangente a la superfi — 
cie 2x2+4y2-22 -6xy+4x=0 en el punto P(L,1,-2). 


Siendo Le =2(2x -3y+2) , ty = 2(4y -3x) , fy 


2z , la ecuación bus 


cada resulta ser x+y+2z+2=0 


13 - Análogo ejercicio para las siguientes superficies en 


los puntos indicados 


(Mm  xd+yl+z2-ox+2y-42+2=0 , en P(3,-1,2) ; 
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(2)  —xyz-6=0 , en P(l,-2,-3) ; 

(3) Xy+yz+2x-3=0 , en P(1,1,1) 
Se encuentra, respectivamente 

(1)  x-3=0 ; 

(2)  6x-3y-22-18=0 ; 


(3) X+y+z-3=0 


14 - Determinar los planos tangentes a la superficie de ecua 
ción 1(x,y,2)=xy+yZ2+2x+3=0 ¿paralelos -al plano x-y+2z=0. 
£= 


Indicando al punto de contacto con P (X, Y, Z) , dado que resultan 5 


EY+z o, tyFx+z , f¿Fx+y sigue que la ecuación del plano tangente 


(FAT) (AI) 4 (X4 TZ) (y -F)+ (+) (2 -2)=0 
Este plano debe resultar paralelo al plano dado y entonces las coordenadas del 


punto P deben ser soluciones del sistema 


xl 
“< 
+ 
“< 
si 
+ 
e 


Se encuentran las soluciones: (0, +2 1 A af» y entonces, los dos 


planos tangentes bustados tienen las respectivas ecuaciones 


NE E x-y+22+4 | 5-0 


15 - DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA FUNCIONAL. 


Sean 


(1) Uy =£](07,X2, ..., Xp) » Ug=Í2 (7, X2r00, Xp) > 000 3 Un = fp (X7,X20 0.0» Xy) 
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n funciones continuas en un campo A de Sp , junto con sus derivadas par 


ciales primeras. 


Cuando el punto (Xy, Xp, .-., Xp) varía en A ,.elpunto (Uy, o, ..... 
+», Un) describe, en Sp , cierto conjunto U . Supongamos haber logrado 
definir, en un campo B de S, Yue contenga U  , una función continua 


Pl, Xgr +... Xp) , que admita derivadas primeras continuas, nunca si- 


multáneamente nulas, tal que resulte 
EP [Lp Agro Xp) > Dor Xp) p000+ E (1p 9000 Xp) =0 0, a 

idénticamente, es decir, para todos los puntos E Xo» ¿e Xx.) €A .Sies- 
to sucede diremos que las n funciones dadas son funcionalmente de - 
pendientes en A 

Las mismas funciones serán, en cambio, funcionalmente indepen — 
dientes en A cuando no exista ninguna función (Uy, Uo, -.., Up) que 
goce de las propiedades citadas; entonces, fijado arbitrariamente un campo B 
de S, que contenga U , y cada vez que se defina en él una función (uy, 
Uo, «+.» Uy) continua, que admita derivadas primeras continuas nunca simul= 
táneamente nulas, existirá en A por lo menos un punto Ep a Xp) en 
el que la (2) no queda satisfecha, 

Demostremos los teoremas siguientes: 
I-Si las funciones (1) son, en A , funcionalmente depen- 
dientes, fijado arbitrariamente un punto P Ep X2 +.» Xp), 
de A , existirá en A un entorno R de P tal que en R u 
na (por lo menos) de las n funciones dadas puede expre — 
sarse en función de las restantes. 


Dem.: Por hipótesis existe una función (1, 42, ..., Up) para la que va- 
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len las propiedades antes citadas. Poniendo f(x, A 


2 


2, ..., M) eindicando con Q al punto (Uy, Ua, ---, 4) en este punto al 
menos una de las derivadas A pa OY | = es distinta de cero; sea, 
por ejemplo, Pu a, la... u,) A0 . Entonces, por el teorema de Dini, 


la expresión es unfvocamente resoluble respecto de uy enunentorn S de 
Q » es decir que dicha ecuación equivale, en S , auna del tipo uy= YU, 
++.» Up) . Por la continuidad de las n funciones (1) , existe un entorno R 
del punto P (AE X,) tal que, al variar en él el punto (Xj, Xg, ..... 
«.» Xp) , el punto [ UL, 2 ++) Xp) > +++» Up =fp(t1, X2, 1052) 
pertenece siempre al entorno S de Q . Por lo tanto, manteniendo TESTA 
+...» Xp) en R ,larelación (2) puede sustituirse por la 
1LOC1, XQ, ++ Xp) = YÍ Lo6X1, X2,->-+Xr)0<<> Ín(t1, X2, =>0» Xr) ], 


lo que prueba la tesis. 


U - Dadas en A las n funciones (1) ,sí la característica 
de su matriz jacobiana resulta igual a n en todos los pun 
tos de A (con lo que seguramente es r>n), tales funcio - 
nes serán en A funcionalmente independientes. 

Dem. Razonemos por el absurdo. Si las (1) fueranen A funcionalmente de 
pendientes, existiría una función qu, U2, ---, Up) que verifique las propie 
dades ya citadas anteriormente, entre las que destacaremos la identidad (2). De 
ésta seguiría, derivando respecto de una Xy ke las variables Xy, Xp, ..... E 


X, 
r 


IP A IP Ala dp 
aj ta ta + K=1,2,..., 1) 
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Se tendría asíun sistema de r ecuaciones lineales homogéneas en las n in 


EC 


dui duzt 000? a tal que la matriz de sus coeficientes coin- 


cógnitas 
cidiría con la matriz jacobiana de las (1) .Puesto que en cada punto P (1, Xgue 
..»» Xp) € A tal matriz tiene característica n (igual al número de las in — 
cógnitas), el sistema precedente no puede tener otra solución que la trivial 
Gra, 7 Pu, a a =0) . Entonces, en los puntos (Uy, Mor. 4) €EB 
correspondientes /según las (1)_7 alos puntos (X,, Xy, ..., Xx) €A la Y 


tendría todas las derivadas parciales nulas; pero esto contradice una de las hipó 


tesis hechas sobre la función 


II - Dadas en A las n funciones (1) , si en todos los pun - 
tos de A la característica de la matriz jacobiana de tales 
funciones resulta igual a un número p menor que n) d 
tales funciones serán en A funcionalmente dependientes. Y 
precisamente, fijado arbitrariamente en A un punto PA, A 
Xo, 20. Xp) existirá un entorno R de P tal que en él, entre 
las funciones dadas, p serán funcionalmente independien - 
tes, mientras que las restantes n-p pueden expresarse 
en funciones de aquéllas. 

Dem. Enel punto P la característica de la matriz jacobiana vale p ; de 
tal matriz puede entonces extraerse un menor de orden p queen P resulta 
distinto de cero, Podemos perfectamente suponer que tal menor sea el formado 


con las primeras p filas y las primeras p columnas; es decir, podemos su- 


(*) Esto se verifica siempre si r <n ¡deaquíque n funcionesde r variables,con r<mn resul 
tan siempre funcionalmente dependientes. 
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poner 
pra dd tn Po). 6) 
Ok], Xz, +--» Xp) 
Consideremos el siguiente sistema 
L 0, O xp» Xp+1 E xo) -4,=0 Ñ 


A .s..« X,)-U9=0 , 
ap +.» Xp Xp+1> ES 
p'  p+ (4) 


í ye 
py 


de p ecuaciones y p incógnitas Xj, Xo, ..., Xp y observemos que ponien 


= Ue » (k=1,2,..., n) el punto Q,, Xa, <p 


ci. 1.) es un punto solución del mismo, En virtud de la (3) 

y del teorema de Dini, tal sistema es unívocamente resoluble en un entorno de 

Q , O sea que es posible determinar un “>0 tal que en el campo 
Dar ]<o, 0=1,2...,) 5), | <0, (=1,2,...,P) , 


el jacobiano (3) se mantenga distinto de cero y el propio sistema sea equivalen- 


te a uno del tipo 


6) 


con las Y. Vo» haa Vo continuas y dotadas de derivadas parciales conti - 


nuas en el campo 


T) dx Rp | <0 , M=p+1,..., 1) 3] ui] <0, (=1, 2,...,P). 
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Consideremos ahora las restantes funciones Lat 2.0. Xp), L+2 11%» 


+...» Xp) po...» Íp(X1, X2, »».» Xr) y Observemos que por las (5) resulta 
Loy Ey: Koro Xp» Zo ..., Xp) = 
A A A 


Wee Mya <<< Mp) > Xy 10 0=> Xp ] A e A E 


fórmula que en forma concisa escribiremos así 


Los (XX, Xp Xp+1> Xp) = opero 2 
0=1, 2, :.., 2=p) 
y que vale para todos los puntos fo no Rp dr y) del campo T an- 
tes definido. 
Queremos demostrar que las n-p funciones $04 o a 


++»,y) no dependen para nada de las variables Po Epa +00? A 


rá hacer ver que en el campo T' ya mencionado resulta 


pj _ 23 bp+j 
A =0, (=1,2,...,n-p) . (8) 
+1 Xp+2 pz 
En efecto; teniendo en cuenta que la función ¿$ py coincide con la indicada 
en el segundo miembro de (6) , puede escribirse 
py or Y A+; Wa Ap] “Vo prj 


E 


pero, por la regla de derivación de las funciones implícitas se tiene 
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rar Lo) 


y entonces resulta 
py : oi las Lp) 
A 


D(X1,X2 --. 


bj rta lp) os la... Lp) , 
ET RS »Xp+1) 


o rta +) 
ps] 91, X2, > +0» Xp) 


Es fácil así reconocer que la expresión entre llaves no es otra cosa que el de- 


sarrollo según los elementos de la última columna del determinante 


at, dto o, ca 
3x1 E tes 3x1 9x1 
at, ETA al os 


Pp 
OS 7 


que es un menor de orden p+1 dela matriz jacobiana de las funciones (1) 


entonces, por hipótesis, vale cero en todo A . Con esto quedan probadas las 


(8) y entonces las (7) pueden volver a escribirse del siguiente modo 


Daz Apo) pego) (Gm 2, 2... DP) (9) 


Por las (4) estas fórmulas equivalen a las 


Dojo ++ ++ Xp) A dpi [£1é A SE E os EE -,Xp)] ÚS 
Q-12. =p > 


y demuestran precisamente que, en el entorno de P definido por [| < 
<0, (h=1,2,...,,1) las n-p funciones pueden expresarse como fun 
ciones de las £,, fo, .... b + Estas últimas son,entonces, funcionalmente in- 
¡dependientes en el citado entorno debido a que allí el jacobiano es distinto de ce- As pa 
ro y por el teorema H . ; 
El teorema II queda así demostrado. 
Demos algún ejemplo simple en que se aplique el teorema . Consideremos 


tres funciones de tres variables definidas por 
USx+2y-Z , V=X-2y+Z , w=3x2 + 4y2 +22 -4yz . (10) 


La matriz jacobiana de las mismas es 
al 


EN 
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den nulo en todo el espacio xyz . Por otra parte ei menor de 2? orden 
1 1 


du  _ 
Y | 2 


=-4 es distinto de cero y de aquí que en todo el espacio, 
la característica de la matriz (11) vale 2 . Sigue que las dos funciones u,v 
son funcionalmente independientes mientras que la tercera puede expresarse en 
función de las precedentes, Para encontrar tal expresión basta seguir el esque- 
ma de la demostración precedente, es decir, resolver el sistema x + 2y -Z = 


=u=0 , x-2y+z-v=0 respectoa x,y /lo que brinda x=, y> 


AA 22 7 y sustituir estas expresiones de x e y en la tercera de 


las (10) ,Coneste sustitución, la variable z debe desaparecer y, en efec- 


to, se encuentra E 


u-v+22 2 2 2 2 


u+y 2 
sio a E 7 )4 zo (u-v+22)2=u + +uy 


Como segundo ejemplo puede observarse que las funciones x= 9eos p,y= 
= qsenp (para ? >0, 0<Qp<2x ) son funcionalmente independien- 
tes puesto que su jacobiano vale g > 0 . Análogamente así resultan las x= 
= psen 8 cos p A y= y sen 8 sen p 5 z= 9co0s0 (para 9>0,0< 
<8 <xX. , 0 <p <2x )yaque su jacobiano, igual a 9? seno , ho se 


anula jamás en el citado conjunto. 


16 - Verificar que las funciones u= 2x4 y? A v= y 4 4x24 4xy? + 
+2 son funcionalmente dependientes, 
En efecto; se tiene u¿=2, Y, = 8x + 4y? .4y=2y, Yy = 4y" + 8xy lo 


que proporciona 4 


De, y) de =0 , hecho que prueba la 


2y  4y+8xy 
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tesis. Es fácil ver que resulta v= u2+2 , que es precisamente la relación 


funcional que vincula las dos funciones dadas. 


17 - Verificar que las funciones u=x+y , v= sen X COS y + 
+senycosx-5 son funcionalmente dependientes y hallar la 
relación que las vincula. 


Se tiene de inmediato v=senu-5 . 


18 - Análogo ejercicio para las funciones 


2 cos x (sen x + cos 2x - cos y) 


ni A A 
Se encuentra w= cos u +08 v + tg (u + v) 
19 - Dadas las cuatro funciones 
u = u(x, y) , v =v(x,y) , (a) 
Xx =X(2,p) , y =y(»p , (2) 


que suponemos sean funcionalmente independientes en los 
campos A, B respectivamente, verificar que las funciones 
compuestas u=u[x(»,p) Ñ y» 9] 7 v=v[x(,p4) " y(A,4))] 
también resultan funcionalmente independientes en el cam - 


po B 


En efecto; como se tiene a UA y Y E Uy UI y Y ps 


Va = Vx Xa +Vy o Yh os Va =Vx Xp +Vy*Yp , resultará 


des UC XX a + Uy Ya O 
Ap) Mx Xy + Uy > Ya Vx Xp +Vy Ya 
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AS A OCA 


Y y Xu Ya 9%,y)  3A,p) 


que, por las hipótesis hechas, es siempre distinto de ceroen B . 


20 - MAXIMOS Y MINIMOS VINCULADOS; METODO DE LOS 
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE (ver "Lecciones", Capítulo 
XXVI, n0 5). 


Dada la elipse x2+4y2=4 y la recta AB que pasa por sus 

vértices A(2,0) , B(0,1) determinar sobre la curva un pun— 

to P de modo que el área del triángulo APB sea máxima. 
Indicadas con x,y las coordenadas de P , el área del triángulo APB 


viene dada por la función 


1 2 
fx, =t3|0 
x 


con la condición p (x, y) = x 


W <mno 


+ 4y? -4=0 , El máximo buscado existirá por 
el teor. de Weierstrass, ya que la elipse es un conjunto cerrado y acotado. 
Considerada la expresión 

+ A payn=t 7 2-x-2y)+ Araya), 
y anulando las derivadas parciales se tiene el sistema 

E 

y $+2Ax=0 

7 1+84y=0 , 
de donde, eliminando el parámetro A sigue x= 2y . Sustituyendo en la e- 

Na 1 

cuación p(x,y)=0 se obtiene y = 3 Y, de aquí, los puntos PeY2,- >» 
Po ( v2, 2 . Al punto Py del primer cuadrante le corresponde el triángu- 
lo ABP, de altura mínima; al punto P , Que cae en el tercer cuadrante, el 


triángulo ÁBP, de altura máxima, Este último triángulo, de área 1+ Y2, 
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resuelve el problema. 


21 - Dada la astroide SS considérese un punto P so 
bre la rama de curva del 1% cuadrante; determinar para 
qué posición de P es máxima el área del rectánguio, del 
que un vértice es P y los otros tres son el origen y las 
proyecciones de P sobre los ejes. 

Si x, y sonlas coordenadas de P debe encontrarse el máximo de xy 
bajo la condición E, ss es. E 

Considerada la expresión 


2 2 


2 
xy + Ax + y -ad) a 
si planteamos el anularse de sus derivadas parciales 


y+ 7 Ax?=0 . y 
obtendremos, tras eliminar A , y=xX  . Del sistema formado por la ecua- 


ción y=x yla de la astroide se llega a las coordenadas del punto P : x= 


e 


22 - Se verifica inmediatamente que la recta pS L-1 es 


2 
, Al que corresponde el rectángulo de área máxima E buscado, 


q 
2 2 
tangente a la elipse +. %-1 si se satisface la condi — 
a b 
2 2 
ción By+ 5-1 . Advertidos de esto, determínese el mí— 
P q 


nimo de los segmentos que, sobre las rectas tangentes, de 
terminan los ejes coordenados. 


Para asegurar la existencia del mínimo no puede apelarse al teorema de We- 


2 2 
ierstrass ya que la curva + %- 1 del plano p,q noes un conjunto a— 
Pp q 


cotado; sin embargo, con consideraciones geométricas que dejamos al lector 
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desarrollar, se hace evidente la existencia del mínimo buscado, que podremos 
determinar con el método de los multiplicadores de Lagrange. 

Se debe encontrar el mínimo de la función p? + a? , bajo la condición ante- 


dicha. Considérese entonces la combinación lineal 


2 2 
p+q2+ Mir+ =D 


y anúlense sus derivadas parciales primeras, respecto de p y q . Resul — 


ta p- o á, a- MP0 , de donde, eliminando A , sigue Pe. 
= £ . Resolviendo el sistema formado por esta ecuación y la de condición, se 
encuentra p? =a(a+b) , a? = b(a+b) ; el mínimo de los segmentos es, en 
tonces, =a+b . 


23 - El lector puede volver a encontrar, con el método de los multiplicadores 
de Lagrange, todos los resultados establecidos directamente en el ej, 96 de "E- 


jercicios", Cap. X. 


24 - FORMAS CUADRATICAS Y HERMITIANAS. 
En "Lecciones", Cap. XVI, n% 9 se han dado nociones sobre las formas 


cuadráticas en r variables reales. 


r r 
AOS a O A O a) 
con los coeficientes aj reales . Tales formas son un caso particular de 
las denominadas formas hermitianas en r variables reales o 
complejas 2;, Za, ..., Z, ,dadas por una fórmula del tipo 


r z 
PL Za 0 E 2 A (e 
h=1 1 
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donde, como de costumbre, = indica el conjugado de z, y los coefi— 
cientes ap son números reales o complejos tales de verificar las 

am= De 0k=12,... 1) (3) 

Nótese que las (3) implican, en particular, que los coeficientes Sh 
son reales. 

Si en (2) los coeficientes y las variables se suponen reales, la forma hermi- 
tiana se reduce a una forma cuadrática del tipo (1) , por lo tanto, — estudiando 
las formas hermitíanas, quedarán estudiadas al mismo tiempo las formas cua - 
dráticas. 


Se denomina discriminante de la forma hermitiana (2) al determinan- 


te 
| 
a11 Al Ar 
a21 O 
A= ; (4) 
ar1 OO Arr 


se trata de un determinante hermitiano [debido alas (3) TA y, por ende, de va 
lor real. 

Obsérvese además que, cualesquiera sean los valores reales o complejos de 
las variables Zy, Za, ..., Zp , la forma hermitiana (2 asume 


siempre valores reales; en efecto, recordando las (3) se tiene: 


r r r r 
PEL O 2 Tu 22 Sh 2 En 
h=1 kl h=1 k=1 
y entonces 


le, Zar -».» Ep) = PlZ1, 22 ---. Zr) 
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dado que la última sumatoria escrita difiere de la (2) solamente por el cambio 
de los índices h,k 

Se puede entonces hablar de forma hermitiana definida (positiva o negativa) 
semidefinida (positiva o negativa), indefinida, como para las formas cuadráti — 
cas, 

Planteémonos ahora el siguiente problema: hallar el mínimo y el má 
ximo absoluto de la forma hermitiana (2) , cuando ly, Za. 


«+, Zp varfan de modo que sea 


sl , (5) 


2 2 
[21)P+]22]%+.... +] 
Observemos, antes que todo, que poniendo 2=XxtiA + (=1,2,...r) 


la forma hermitiana «p puede considerarse como una función real y continua 


delas 2r variables reales X,, Y,, Xo, Yo, -->» Xp» Y, - Por otra parte, la 
Ea 2 E e 
(5) equivale a la 
E A E (6) 


que, en el espacio S7, de las mencionadas variables, representa una hiper — 
superficie esférica con centro en el origen y radio 1 . Por lo tanto nuestro 
problema es el de encontrar el mínimo y el máximo absoluto de una función con- 
tinua en un conjunto cerrado y acotado; por el teorema de Weierstrass se pue— 
de afirmar a priori que el problema tendrá solución. Para obtenerla podemos , 
tratándose de un problema de máximos y mínimos vinculados, usar el método de 
los multiplicadores de Lagrange. Igualamos entonces a cero las derivadas par - 


ciales respecto de XX a 9 Ya o ++ Xp Y de la función 


$ = PAL. A) A RAN, 
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habiendo indicado con - A al multiplicador de Lagrange. Se tiene, recordan- 


do que 24 =Xp+1JYp 


osea, porlas (2) , (3) : 


ELA E Eh > 2) 
- Bhk Tk + Bnk Tk 7 A(Zp + E 
ax Peto 2 Ta (Lp + 2h , 


o A 
DY 


Je E 
A ed E A 
i = 


de donde obtenemos las ecuaciones; 


r r 
? ant +) Bale e — Alo +) = 0 A 
= =1 
xr £ 
> "mic = Bhk 2k + Ah -Zp)=0 , (M=1,2,...,1) , 
1 =1 
que, combinadas mediante oportunas sumas y restas proporcionan las 
£ 


Í Apk Tx - AZp=0 ; om 


x 


2 e 

k=1 
Consideremos las (7) ; constituyen un sistema de r ecuaciones lineales y 
homogéneas en las r incógnitas Z¡, Za, ..., 2, que no pueden ser to = 
das nulas, ya que debe satisfacerse la (5) . Entonces debe ser nulo el determi- 


nante de los coeficientes, o sea 
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Hemos así encontrado que A debe ser raíz de esta ecuación algebraica de 
grado r . Sabemos (ver "Ejercicios", Cap. XI, ej. 8) que la misma equivale 
ala 

A -Ap-¡X+Ar2 > -Ar-3 des En +(AFX=0 ,(10) 
donde Aj indica la suma de todos los menores principales de orden k dela 
matriz (4) , y sabemos también ("Ejercicios", Cap.XIII, €j. 12) que todas 
Bus raíces son reales, 

Tenemos así que, siendo A real, es inútil tener en cuenta las (8) cuyos 
primeros miembros son las conjugadas de los primeros miembros de las (7). Se 
tiene además que, para toda raíz A dela (9) , el sistema (7) Zu (8) 7 ad- 
mite autosoluciones que, haciendo uso de los factores arbitrarios (por lo menos 
uno) contenidos en cada una de ellas, se pueden siempre elegir de modo que la 
(5) quede satisfecha. 

Entonces, para cada raíz >A dela (9) se encuentran sobre la hiperesfera 
(5) puntos P (Z¡, Za, ..., Zy) en los que quedan satisfechas las (”) Lo las 
(8)_7 y entre todos los puntos P así obtenidos estarán ciertamente aquellos 
en los que se presenta el máximo y el mínimo buscados. Para resolver nuestro 
problema basta entonces calcular la $ en todos los puntos P recién men- 
cionados y tomar el menor y el mayor entre los valores obtenidos, Ahora bien , 
tal cálculo se logra rápidamente pues, de la (7) , multiplicando por 2 Y Se 


mando respecto del índice h se obtiene 
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r E y 
0) 1 emm ho |] 0 : 
=1 k=i h=1 


osea, por las (2), (5) : 
Pip Zar +. 2) =%A, 
lo que muestra que en cada uno de los puntos P antes mencionados la qa 


sume un valor igual al A correspondiente. Se concluye así: 


1-El mínimo y el máximo valor asumidos por la forma her 
mitiana QQ, bajo la condición (5) , son iguales a la menor 
y a la mayor, respectivamente, de las raíces (reales) de 
la ecuación algebraica (9) . 

Establecido este resultado, podemos fácilmente dar la condición para que la 
forma hermitiana P sea definida, semidefinida o indefinida, Observemoscon 
ese objeto, que a cada punto (51 Ta, pra Br) A (0,0,..., 0) se le puede 


hacer corresponder un punto (q) Zo +..» 2) que verifique la (5) y tal que 


P(5 Lo 200» Tr) Y PE Loros 2.) tengan el mismo signo. En efec 
to: poniendo WY/ | 512+1 2l?+...1571?= 9 >0 basta poner + % 
(h=1, 2, ..., Y) , Para tener 
a+... +2] len 
1 si lo: FAA > 
7 
Pl 2. A, o 50 a o. 


De esta simple observación sigue que, para estudiar los posibles signos de 
los valores asumidos por  , basta estudiar los signos de la $ en los pun 


tos (2 2.) que verifican la (5) . De esto y del teor. 1 sigue inme- 


piro 
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diatamente: 


U - Condición necesaria y suficiente para que la forma her- 
mitiana «q sea definida positiva es que la menor de las ra 
íces de la ecuación (9) sea positiva; para que sea semidefi- 
nida positiva es que la menor de tales raíces sea nula(”; pa 
ra que sea indefinida es que la menor entre las raíces de 
la (9 sea negativa y la mayor positiva. 

Si se tiene en cuenta que la (9) equivale a la (10) y que el producto de las 


raíces de esta última vale A (ver "Lecciones", Cap. XVII, n% 8) se deduce: 


II - Condición necesaria para que la forma «(Q sea definida 
o semidefinida positiva es que su discriminante A resulte, 
respectivamente, positivo o nulo. 


Queremos todavía agregar otro teorema, consecuencia de los teor. II y III: 


IV - Condición necesaria y suficiente para que la forma her- 
mitiana $ sea definida positiva es que su discriminante 
A y todos los menores principales del mismo sean positi— 
vos. 

Dem. La condición es necesaria. Ya se ha visto que debe ser A > 
> 0. Fijado después cualquier menor principal de orden s (con 1<s8s<r) 


éste puede considerarse como el discriminante de la forma hermitiana p' ., 


(*) Nos hemos limitado a las formas definidas o semidefinidas positivas porque es obvio que, para que p 
sea definida o semidefinida negativa es necesario y suficiente que — p sea definida o semidefinida positiva. 
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variables que tienen Índices distintos de los que intervienen en el menor conside 
rado, También la P es obviamente definida positiva y entonces tal menor 
principal será positivo. 

La condición es suficiente: Si todos los menores principales son po- 
sitivos los coeficientes de la ecuación (10) presentan r variaciones de signo, 
y entonces todas las raíces (reales) de tal ecuación son positivas (ver "Ejerci — 
cios", Cap. XVIII, ej. 35); entonces, por el teor. II , la $ es definida posi 
tiva. 

25 - DESIGUALDAD DE HADAMARD RELATIVA A LOS DETER- 
MINANTES. 


Consideremos un determinante cuyos elementos sean reales 


%1 A19--****1n 
A, Rear. ... a 

qe 21 22 2n ad) 
nl 


y considerémoslo como una función de sus n? elementos Ahk  - Busquemos 
el mínimo y el máximo valor asumidos por A cuando se imponga a los elemen 
tos ayy estar ligados por n relaciones del tipo: 

A 


2,2 he 
tr 


(2) 
IA A 
e a, 
donde q1,423,-.»., 4 Son n constantes positivas asignadas. 


Con una fácil aplicación del teorema de Weierstrass queda asegurada a priori 


la existencia del mínimo y del máximo buscados. 
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Obsérvese además que entre todos los posibles valores que puede asumir A, 
con los vínculos (2) , existen ciertamente valores positivos /'por ejemplo, si 
se asume aj, = Va , Ag9= Vaz eS EN Y app =Opara hz 
Ak , resulta A= (a 4 >0 7 y también valores negativos /bas 
ta, en el ejemplo precedente, cambiar el signo de 21 _7. Además, para ca - 
da valor asumido por A existe también el valor opuesto /'basta cambiar de 
signo los elementos de una fila 7 . 

Se deduce que el máximo buscado tiene ciertamente un valor positivo pH yel 
mínimo el valor - pp. 

Para calcular f  , procedemos con el método de los multiplicadores de La- 


grange, igualando a cero las derivadas parciales de 


Q=A+ Mah + FE -q1)+ Ag +... + E -99)+...+ Ant, +...+22, A) - 


BA , 
Teniendo en cuenta que E = Bl (complemento algebraico de Bhk ) Se 
deduce que los elementos ay, que proporcionan el máximo y el mínimo busca- 
do deben verificar, además de las (2) , las siguientes n? ecuaciones 
EL] , . 
ag 7 Poke +22 y pe = 0 AyEs, 4 20 6) 


Observemos que, en correspondencia con tales elementos An 28 ciertamen 
te Ap%0 (M=1,2,...,n) puesto que si un cierto A; fuese igual a'ce - 


ro, seguiría de las (3) , ay =0 (k=1,Z,..., n) y, por ende, A=0 ;pe 
ik =á 


ro el cero no puede, por una observación precedente, ser el máximo o el míni— 
mo valor de A 
De las (3) multiplicando por Bik (donde i es cualquier índice fijado £ h) 


y sumando respecto del índice k se obtiene 
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n Dn 
PB Pr e e O fm o, 
ral =l 


y entonces, por el segundo teorema de Laplace sobre los determinantes 


= 
245) _ A (km) 
k=1 
de donde, siendo A n* 0 
n 
Bix Pp = (14h) 


Entonces, cuando A es máximo o mínimo el producto de dos filas cuales — 
quiera (distintas) del mismo debe ser nulo; sigue, considerando el cuadrado de 


tal A y teniendo en cuenta las (2) que debe ser 


4 Dimas 0 
0 Branco 0 

= 4 % +++ % 
0 O sees.» An 


Se concluye que el máximo de A es y 91,92 --- %n y el mínimo 
=N 4% --% ' puede decirse, entonces, que para un determinante cuyos ele- 


mentos verifiquen la (2) se tiene 


lal<Va 7 4) 


He aquí una consecuencia notable de la (4). Sea A cualquier deter - 
minante del que se sepa que todos sus elementos están en 
valor absoluto, 'acotados por un número positivo M ,Seráa- 
sí ciertamente 9, < nm? (bh=1, 2,.:., n) ydela (4) se puede obtener la 


ciásica desigualdad de Hadamard: 
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la] al mM” 


26 - ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS PLANAS . 
(ver "Lecciones", Cap, XXVII, n? 6) 


Determinar la envolvente de la familia de curvas f(x,y,t)= 
y -axy+ 2? -19x=0 

Sí se deriva respecto del parámetro t y se anula la derivada, so obtiene 
f¡=4x-2xy=0 . Agregando esta ecuación a la dada, se tieno un sistema 


'"yas soluciones son; 


x=0 
y. 0 y-2 


Se encuentra así el punto base (0,0) , por el que pasan todas las curvas de 
ia familia, y las ecuaciones paramétricas de una curva que, como es fácil veri- 
car, es efectivamente una envolvente. Eliminando t puede escribirse de es- 


ta envolvente la ecuación cartesiana xy? - 2y? +4x=0 


27 - Análogo ejercicio para las familias de curvas defini — 
das por las ecuaciones 
(1) E y0= rt) oe y) -2ty 2x0, 
(2) fbx,y,t) =x sen t+ y cos?t-1=0 
Se encuentra, respectivamente, 


mary aer y -yóo, 


e) x= W2Bt_ | y-—L (ondecir, la elipse x2+ 4y2 - 4y= 
1+ sen?t 1+ sen?t 


=0 ). 


28 - Encontrar la envolvente de la familia de rectas so 
las que los ejes coordenados determinan un segmento de 
longitud constante. 

Si se indica con «p el ángulo que una recta genérica r dela familia for- 
ma con el eje x , las longitudes de log segmentos que r determina sobre 
los ejes x e y son, respectivamente, acosp , asen yentonces, 
la ecuación de la r será 


A 
acosp  asenp 


E 


Esta, variando «p , representa una familia de rectas. Anulando la derivada 

respecto de p se encuentra 

A. EP 
costo sento 

a S 

de donde pa po 7 - Indicando con k el valor do ambas razones, | 

se deduce x=k cos p E y = keep ; sustituyendo en la ecuación de la 


r seobtione k=a yde aquí las ecuaciones paramétricas de la envolvente x= 


= 2 008% y » y=2 sep . Se trata de una curva conocida; la astroide. 


29 - Determinar la envolvente de las rectas que forman con 
los ejes coordenados un triángulo de Área constante. 
Llamando p y q alos segmentos que una recta genérica r dela fami- 
' > 


lía determina sobre los ejes, se tiene como ecuaciónde r la Si Ea Con. 
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2k2 
anulando la derivada respecto de p se encuentra p? . Hz y entonces, e- 
2 
liminando p entre ésta y la ecuación dada, se encuentra xy= E . La en- 


volvente es una hipérbola equilátera. 


30 - Determinar la envolvente de las elipses que, siendo co- 


2 
axiales, tienen la misma área xk" ., 


2 
Es conocido que el área encerrada por la elipse . a =1 es nabo; 


al E 
en nuestro caso debe ser Tab= Xk2 , de donde b= es , y entonces te- 


nemos como ecuación de la familia de elipses a 


con a como parámetro. 


4,2 
Anulando la derivada respecto de a se obtiene E + -x2=0 Osea , 
k 
at E ; sustituyendo en la ecuación de la familia se deduce 2xy =3k?, 


La envolvente buscada está constituida por dos hipérbolas equiláteras, 


31 - Determinar la envolvente de cada una de las sigulentes 


familias de curvas: 
(1 [0-0] -2+x-0 


(2) xe-y=0 , (>0, x>30) 


Nótese que la genérica curva (1) tiene un punto singular en (1,t) ;el lugar 
de los puntos singulares de las curvas de la familia es, entonces, la recta x= 
=1 . Considerando ahora el sistema entre la ecuación dada y la obtenida igua- 


lando a cero la derivada respecto de t , puede eliminarse t y se encuentra 
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x(x - 1)? = O ,. Esta se separaen x=0 yen x=1 (contada dos veces) y, 

como x=1 -es el lugar de los puntos singulares queda, como envolvente, la 
recta x=0 

Todas las curvas (2) pasan por el origen y por el punto p(1, a) . Agregan 

do la ecuación dada a la que se obtiene anuiando la derivada con respectoa t , 


se encuentra el sistema 


x 


xl log x - e =0 


y=x! gX 


De la primera se obtiene x=0 o x=1 y, en correspondencia, de la se— 
gunda se obtiene y=0 o y= + . No tenemos, entonces, envolvente; la fa- 


milia de curvas tiene dos puntos base: (0,0) y (1, 2, 


32 - Envolvente de una familia de curvas planas definidas 
mediante ecuaciones paramétricas., 
Una familia de curvas planas puede definirse también a través de dos ecuacio- 
nes paramétricas del tipo 
x=x(A, t) » y=y(», t) . a) 
las que representan, para cada t fijo, una curva de la familia cuyos puntos 
quedan referidos al parámetro A 
Suponiendo que tales curvas Ce admitan * una envolvente £  ,llamemos 
P, al punto donde C¿ tocas P;tai punto tiene coordenadas del tipo (1) 
cuando sedéa A un valor oportuno, que dependerá del t considerado; en- 


tonces será A= A(t) y Pi tendrá las coordenadas 


x=x[At),t] o y=y[M0,t] . a 
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Se trata ahora de determinar esta función A(t) y, hecho esto, las (2) da - 
rán las ecuaciones paramétricas de la envolvente  . 
En PR la tangente a la curva C; tiene los cosenos directores proporcio - 
nales a 
x, [0,1] E y, [0, +) 
y debe coincidir con la tangente en Pp, 2 TP, laque tiene los cosenos direc- 
tores proporcionales a las expresiones 
xx [0,+]- 20+x[20,] , 97, [0] %o0+9 [0,1] . 
Entonces, en PR; debe resultar 


A 


Xa Ya 


simplificando esta expresión se ve que la función buscada A= At) , 
queda determinada por la ecuación 


Xa Ya 


E X 


que se obtiene igualando a cero el jacobiano de las (1) . 
De la (3) se obtiene así A en función de t y, sustituyendo en las (2) , 


obtendremos las ecuaciones paramétricas de la envolvente buscada TI , 
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CAPITULO XXVIII 
Aplicaciones geométricas 


1- ASINTOTAS DE CURVAS PLANAS. 

En "Lecciones" Cap, X, n% 4 hemos estudiado la determinación de las asín - 
totas de una curva plana dada mediante una ecuación del tipo y=f(x) . Lo ahí 
dicho se extiende inmediatamente al caso de una curva plana Y dada por me- 
dio de ecuaciones paramétricas x=x(t) , y=y(t) bajo la hipótesis que tal 
curva Y  nosea acotada, vale decir que en el intervalo base A deleje t, 
existan valores % (finitos o infinitos) tales que para t—% al menos una de 
las funciones x(t) , y(t) resulte infinita. Con una fácil extensión del razona - 
miento hecho en el citado n? de "Lecciones" , el lector puede demostrar que A 
en correspondencia con un valor % de t enelque, por ejemplo, resulte 
infinita la x(t) , lacurva 7 tendrá asíntota si y sólo si existen finitos los 


dos límites siguientes: 


y 
ue 


» ¿Lim [y (0) mx (o) ] =n h 


resultando entonces la ecuación y=mx+n para la asíntota. 


Por ejemplo, considerada la curva 


1 
x=t+=- S =t+— 
z t 
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es necesario analizar los valores t=0 (enel que resultan infinitas x e y) 
t=-1 (en el que resulta infinita la x), t=«w  (enelque resultan infinitas 


x e y). Se tiene 


1 7 y =1-5 
éo qeu? t 
y, Por ende, 
ET gue a ¿LS 
A, O o 


1 1 
m (y-=x)= 2 i -0-x)=-2 im (y -x)=0 
de lin . U-7Y 3. ne EA (64 x) > me n x) 5 


con lo que la curva tiene las tres asíntotas y-F0+b FAR GN ER 


2-CENTRO Y RADIO DE CURVATURA; EVOLUTA DE UNA 
CURVA PLANA (ver "Lecciones" Cap, XXVIII, n% 4, 5), 


Determinar las coordenadas (X, Y) del centro de curva - 
tura y el radio R de curvatura en el punto genérico de u— 


na elipse; determinar la evoluta de la misma curva, 


Representada la elipse con las ecuaciones paramétricas x=acost , y= 
=bsent , (0<t<2x) , setiene x'=-asent . y'=bcost , x= 
=-acost , y"=-bsent , y entonces, 

x02 + y? =a? sen? t + b? cos? t y xry a ziyti ab: 


Aplicando ahora las conocidas fórmulas 


2 2 2 
a a $ x2 4 y 
RM A A 
y y 


AZ 


si | yx" yr] 
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se encuentra inmediatamente 


3 
cos t 


E (22 sen? t 4 b2 cos? 1)3/2 
á ab 


(2 

La evoluta (lugar de los centros de curvatura) queda sin más representada pa- 
ramétricamente por las (1) y es fácil ver que su gráfica es la de la fig. 89 (don 
de se ha supuesto a>bY2 debido a lo cual dos cúspides son exteriores a la 
elipse; en el caso contrario todas estarían contenidas en la elipse . El lector 
puede volver a encontrar esta curva como envolvente de las normales a la elip - 
se, que están representadas por la ecuación a sent (x -a cost) -b cost (y- 


-bsent)=0 


Sien la (2) sepone t=0 , t=z 
se encuentra que los radios de curvatura 
AA! y BB' enlos vértices AB va- 


2 2 
SS z ; por lo tanto, por una 


, 
b 
conocida propiedad la longitud del arco 


2 2 3 _,3 
A'B! de evoluta es E-2- 2 


y la longitud total de la evoluta es 


resultado que el lector puede verificar 


con cálculo directo. 
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3- El mismo problema del ejercicio precedente para una hi- 
pérbola. 
2 y 
Refiriéndonos a la hipérbola A , basta considerar la rama situa- 
a b' 
da en el semiplano x>0 que puede representarse con las ecuaciones paramé- 
tricas x=acosht , y=bsemht (-0 <t <+00) 


Procediendo como en el ejercicio precedente, se encontrará 


* 
2 2 2 2 
x 22 cash + P Y = LE senb? + : a) 
a 2 sent? t + 1? cost? 99/2 


ab 


La evolute tiene las ecuaciones paramétricas (1) y el comportamiento des - 
eripto en la fig. 90 .¿ Cuánto vale la longitud de un arco de evoluta del — tipo 


ATP? 
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4- El mismo problema del ej. 2 para una parábola 
Refiriéndonos a la parábola y = 2px se pueden adoptar las ecuaciones para 
métricas X= 2pt2 y y=2pt , (-o<t<+w) tras lo que es fácil llegar a 
las 


X=p (6t2 + 1) ; = -8ptó 


/ wm 


R=p (at? + y 

La eliminación del parámetro t entre las (1) lleva a la ecuación cartesia- 
na 8(X- py? =27p y? de la evoluta, que es entonces una semicúbica con la 
cúspide en el punto e, 0) ; ésta interseca la parábola en los dos puntos (4p , 


t 2p E . Dejamos para el lector la tarea de trazar la figura. 


5 - El mismo problema del ej. 2 para la astroide, 


La astroide tiene las ecuaciones paramétricas x=a cos? t ¿EA sen? t 


*1 
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(0<t <21) y para ella se encuentra fácilmente 
X =acost (2 - cos 2t) 7 Y = a sent (2 + cos 2t) 


3 (1) 
R= 2] sen 2t | 7 


La evoluta queda representada paramétricamente por las (1) ; para ver de 
qué curva se trata comencemos a cambiar parámetro poniendo t=Y + + 


y transformando así las (1) en las 


cos % 
a 


pio Ll e+sen2t), Y= Len? sen 23) 


Hagamos ahora rotar los ejes en 45% según el sentido positivo pasando de 


tal modo a nuevas coordenadas E , n ligadas alas X, Y porlas E = 
AS Y LY 
2 k n " 2 
Con fácil cálculo se encuentra que, respecto de los nuevos ejes, la evoluta tie 
ne las ecuaciones paramétricas 
E=2aco08%% ñ n= 2a sente Fl 


lo que nos dice que se trata de una astroide semejante a la dada (con dimensio - 


nes duplicadas) dispuesta como en la fig. 91, 


6 - El mismo problema del ej. 2 para la cisoide xq + y2) > 
Say? =0 
Cortando la curva con la recta y=tx se obtienen las ecuaciones paramétri- 


cas 


at? até 
1+t2 1+t2 


Usando estas ecuaciones se obtendrá fácilmente 


xo tarso, Y=Lha ; 
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tapar? pj 


R 


La evoluta (1) tiene la ecuación cartesiana 27 Y + 288 a y? + 512 al Xx 


=0  , Al lector le dejamos la tarea de trazar la figura. 


7-El mismo problema del ej. 2 para la cardioide. 
La cardioide tiene la ecuación polar y| 

y 

A 

p=2a(l+ cos Q ) y entonces pueden a- N 


y 


sumírse como ecuaciones paramétricas: 


x= a(l+ cos p ) cos q MES] 
y=a(1+cosp)senp . NA z 
Con los cálculos habituales se encuen- 


tra 


X= Fa(2-cos )(1+cosp) A 
Y= qa senp(1-cosp) , (1) 


R= 4 a|cos $ | 


Fig. 92 

Para estudiar la evoluta representada por las (1) , observemos que éstas 
pueden escribirse también 
Xx -22)- Ha[1+cos( x - 9)] cosí Ph. E Fa[1+cos( x -9)] sen(X -Q) , 
poniéndose así en evidencia que la evoluta es una cardioide, semejante a la dada, 


con las dimensiones reducidas a un tercio y cúspide en el punto ( Ss 0) ,dis 


puesta como la fig. 92. 


8 - El mismo problema del ej. 2 para la cicloide. 
Adoptando para la cicloide las ecuaciones paramétricas 


x = r(t-sen t) > y =T(1-cos t) E (-0<t<+w) 
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se encuentra 
X = r(t + sen t) = -r (1 -cos t) (1) 


R = 4r 


t 
sen + | 


Fig. 93 


Las (1) pueden también escribirse 
xX- mr = 1 [ (t-1)- sen(t-x)] R Y + 2r = r [1- cos(t-1)] 
y de aquí que la evoluta sea una cicloide igual a la dada, obtenida a partir de és 
ta mediante una traslación que lleva el origen al punto (xr, -2r) /ver figura 


937 


9 - El mismo problema del ej. 2 para la tractriz. 


La tractriz está representada por las ecuaciones paramétricas 


x=a (log tg L-+ cos t) a y=asent , (0<t<x). 
Se encuentra 
X= 3108 tg $ S SS 


PO? "AA 
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R=ajcotgt| 


Eliminando el parámetro  t entre 


las (1) se llega a la ecuación 


Y =acosh Í E 


o sea, a una catenaria (ver fig. 94), 


10 - El mismo problema del ej. 2 para la espiral logarítmi- 
ca. 
La espiral logarítmica tiene la ecuación polar q=20kP + Si adoptamos e 
cuaciones paramétricas 
x=2ek cos p > y=2a0kp sen p 


y desarrollamos los cálculos de costumbre se encuentra 


X= -akek? sen p ys Y=akek? cos p » a) 
R=akpVx2+1 
Poniendo a . Q+ +-Y , las (1) pueden también escribir- 
se 
x=beY cos y A Y=bexY sen y = 


y entonces la evoluta es una espiral logarítmica semejante a la dada. 


11 - Considérese la curva plana de ecuaciones paramétricas 
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t t 
x=ayx f cos(E- 12) du $ y=a fx / sen Eos de 3 (1) 
'0 0 


Demostrar que entre el radio de curvatura R en un pun- 
to genérico de la misma y la abscisa curvilínea s corres- 
pondiente [tomada a partir del punto (0,0) en el sentido 
de las t crecientes] vale la relación 


Rs= 2 (2) 


yr 28] Alar PAE 


y entonces, teniendo en cuenta que debe ser s=0 para t=0 


s=ayx t 
Adoptando como parámetro el arco s ,las (1) pueden sustituirse por las 


s 
YT > 

x=alm cos (yu) du 5 y=a fx JE 
0 0 


de donde resulta 


dx sl di gl 

o toa E 
12 2 dy 2 
o A o 


de donde sigue la (2) . 
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12 - EVOLVENTES DE UNA CURVA PLANA. 

Se ha visto en "Lecciones", Cap, XXVIII, n? 5 que, dada una curva plana 
x=x(s) , y=y(s) referida a su arco s sus infinitas evolventes 
quedan representadas por las ecuaciones paramétricas 

X=x(8)+ (c-8)x' (8) , Y =y(s) + (c -8s)y' (8) , a) 
donde c es una constante arbitraria . 
Si la curva está en cambio dada por ecuaciones paramétricas genéricas x = 


=Xx(t) , y=y(t) , siendo 


t 
f xo pry ato, 
to 


con los signos superiores vinferiores según que el sentido positivo de los arcos 
sÑ coincida o sea opuesto al de los t crecientes (y donde se ha indicado con 
tg Al valor de t que corresponde al punto en que s=cC ), se ve que las e— 


cuaciones (1) toman la forma, sobreentendida la variable t 


t , t 
f Va? y? a y Y=y --—*— / Via 7 
t, t 

0 


x 
A A 
Vx02+y12 Ñ x24y12 hi, E 


con la constante arbitraria to 
Por ejemplo, las evolventes de la circunferencia x=rcost , y=rsen t 
quedan definidas por las 
X=r[cost+(t-tp)sent] , Y=r [ sent-(t-t¿)cos t ] 
Análogamente, de las (2) se puede deducir que las evolventes de la semicúbi- 
= 


ca x=t? EY tienen las ecuaciones paramétricas 
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a a 3ot 
9 


27 dae > t+ Vaso? ; 


para c=0 setiene una parábola (cfr. ej. 4). 
El lector puede aplicar las (2) a otros casos y buscar, por ejemplo, las evol 


ventes de una astroide, de una cicloide, etc. 


13 -PLANO OSCULADOR, TRIEDRO PRINCIPAL, CURVATU - 
RA Y TORSION DE LAS CURVAS ALABEADAS (ver "Leccio — 
nes", Cap. XXVII, n%% 2, 3, 4). 

Dada la curva x=t , y=t2 ,z=t% (cúbica alabeada), de- 


mostrar que el plano osculador en un punto cualquiera 


(x,y,2) de la misma define sobre los ejes coordenados los 


ds 
segmentos AO E 


El citado plano osculador tiene ecuaciones (en las coordenadas corrientes X, 


lo que prueba la tesis: 


14 - Dada la curva de ecuaciones x= escri- 


Ur 
bir la ecuación del plano osculador en un punto cualquiera 
(x,y,2) de la misma, Calcular las coordenadas del centro de 


curvatura y el radio de curvatura en el punto (1,0,0) . 
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Asumiendo como parámetros la coordenada z , la ecuación del plano oscu- 


lador buscado resulta ser 


rra 2 Dn e 
2z 1-22 
aa ara e E 
_2(1-32 ) _ 28-22 Es 
(1+22)3 (1+22)3 
o sea, tras de haber desarrollado y simplificado 
28 -22)x -(1-322)Y+Z -32=0 
En el punto (1,0,0) se tiene: 

x=0 E y'=1 ; 2'=1 
x=, y"=0 * z"=0 


de modo que, para los tres menores de 2% orden A,B,C de la matriz 
yz 

' se encuentra A=0 , B=-2 , C=2 . Aplicando enton— 
any oz 


ces las fórmulas conocidas 


Bz' -Cy' 


A IA 


X=x+ pe ys 21? 
124 y12 4 g122/2 

que dan las coordenadas del centro de curvatura (centro del círculo osculador) y 
el radio de curvatura (radio del gírcuio osculador) se-encuentra inmediatamente 


R=1 


X=0 s% Y=0 a z . 


Se puede observar que la curva Y aquí considerada pertenece al cilindro 


2 + y -x=0 yal paraboloide hiperbólico y=xz estas dos cuádricas tie- 
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nen en común el eje z yel resto de su intersección es precisamente la curva 


“Y que, por ende, es una cúbica alabeada. 


15 - Dada la hélice circular x=rcost , y=rsent , =kt es 
cribir la ecuación del plano osculador en un punto cualquie- 
ra P(x,y,z) de la misma. Calcular, en el mismo punto, las 
coordenadas del centro de curvatura y el radio de curvatu— 


ra. 


Con las notaciones habituales se encuentra 


x=-rsent , y!=rcost , z=k ; =-rcost , y"=-r sent , 2"=0; 
A= kr sen t , = -kr cos t A C=y? s 
x12 4 y12 4 212 2 2 ; Al+B2+02= 5? (124+k2) 


y entonces las ecuaciones del plano osculador resultan ser 

X sent - Y cos t+ -(Z-kt)=0 , 
mientras las coordenadas del centro de curvatura y el radio de curvatura tienen 
los valores 


12 2 2,42 
X-=-Foosto, Y--E sent A 


r 


Nótese que el radio de curvatura es constante y que la normal principal (que u- 
ne el punto P de la curva al correspondiente centro de curvatura) tiene las e— 


cuaciones 


la misma coincide, entonces, con la perpendicular trazada por P aleje z 


16 - El mismo problema del ejercicio precedente para la cur 
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va representada por las ecuaciones paramétricas 
x= acosht-: cost i y=acosht-: sent 5 z=at 
Se deben encontrar los siguientes resultados: 
(ecuación del plano osculador) 
X cos t + Y sen t - Z senht -a (cosht -t senh t) = 0 ; 


(coordenadas del centro de curvatura) 


2 2 
cosh* t cosh* t cosh t 
o E t = a ———cos t Z =a(t- ; 
rr ts z nh e? 


(radio de curvatura) 


2 
cosh? t 
e 


1 
17 - Dar la fórmula general para el cálculo de la torsión Ar 
de una curva alabeada x=x(t) , y=y(t) ,, z=x(t) 
En "Lecciones", Cap. XXVII, no 4 la torsión = ha sido definida median- 
dA 


te las fórmulas de Frenet rio + E ,... loque, sin embargo, no facilita 


un cálculo inmediato. Queremos por eso demostrar que vale la siguiente fórmu-= 


la, donde los ápices indican derivaciones respecto del parámetro t ; 


x y! ze 2 
A xi y | 0) 
E yo sados E 
v y yo Zn 

e yo Ze 


fórmula que, introduciendo los menores A,B,C de la matriz en ella indicada , 


(*) Con el símbolo. M? (donde M esunamatriz) indicamos el producto de M por su traspuesta 
MT. 
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puede también escribirse 


XA + y B+z01C 


a») 
Aa? + B%4 0? 


1 
E: 


Para demostrar la (1) basta expresar todas las derivadas que figuran en e— 
lla por medio de los cosenos directores (a,B,T1) , (5E,9,5) , (A,p,v) dela 


1 de 1 
tangente, normal principal, binormal; de la curvatura RF ; de la torsión y 


y de la cantidad = , que indicaremos con y Escribiremos explícita — 
mente solamente ¡as fórmulas x' , x" , x'' sobreentendiendo las fórmulas 


análogas para las otras dos coordenadas. Se tiene 


1. 2%. de . 
2 a ay : (2) 
y, porende, x"= avi+ aty= avi+ de y2 , O también, teniendo en cuen= 


tas las fórmulas de Frenet, 


y 
A ; (3 
5 R (3) 
”. y? 
Se obtiene sucesivamente x'""= av'+ atvt+ sElF)+ Ex = ar + 
2 3 
da Y A 
BY vi+ sq) + a A osea, aplicando una vez más las fórmulas de 
Frenet 
vv US ya 
ma gy" nilo as Sd "a 
Xx A A US rd aa 
(4) 
+ | Pu 
De las (2) , (3) sigue 
x ye zt e ay py vv 


* 2 2 2 
y v y 
xn yo ze av E Ben] VE 
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y 
1) 


3.2 a B 7 2 3 
(6) 
5 1 5 


y de aquí puede obtenerse la ya conocida expresión de la curvatura (teniendo pre 


sente que v= - =Vx2+ y? +20 dis 
Lt 
R pe? + y? + ¿2 p/2 


De las (2) , (3) , (4) sigue 


x' y' ze 


ay sm » 
x" y A ayt+ ¿E A 
e [me] : 
av pv Yv 
2 2 2 
EN) eE cal —— = 
Ea EE R R (6) 
(Pad UE 9 
RT RT RT 
A: PLN 
3 
vw” 21 
is E = 
E e 
De las (5) , (6) sigue inmediatamente la (1) 


18 - Demostrar que la hélice circular tiene la torsión cons- 


tante, 


Ya se ha visto en el ej. 16que A=krsent , = -kr cos t qa? ; 


por otra parte se tiene x'''=r sent 


y y"=-rcost , z"=0 yenton- 


ces, XMA+yUB+z310MC= kr? . Tras esto, la (1') del ej. precedente pro 


porciona inmediatamente 
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k 
T r? (124 k? (+12) 
19 - Considerada la curva x=ae “cost A y=ae sent AS 
E , demostrar que para ella la razón entre curvatura y 


torsión es constante. Demostrar después que la curva en 
consideración está sobre un cono de rotación y corta a las 
generatrices de ésta según un ángulo constante, 


Se encuentra 


» 
y mae” (acor t-sent), y'=ae "(cos t9sent), 2, 
Ma pp? mM 2 PARE] 
x'=ae > [(A-1)cos t-2Zósent], y "sae" [2hcos t+(2-1)sen tl, ne, 


x=ae [ln %-39)c0 t-(312-4)oent), y"=ae * L(3n7-4)co0 te(12-3)0ent), 2d”, 


A A > 
Azabre”'(-hcostrsent),Buabre”  (-cost-dsent),Coa* (att), 
(2,12, 422% 2 
y ad, Aa atra, 


Ary BC a rartje 


Sigue 
Val+1e? Aca? 41?) +02] Me V M4 ¿at 
03M [ (22 412) 224 02]3/2 (2 +12) 2? 402 
1 Abarr?+ 1) 03M bd pa 
+ == ——— 
al 24 1) 04M [(2 +03 a?+a?] (240?) 224 02 
di 
>= y 2 
por lo que se llega, efectivamente, 2 E == + 22 - constante, 
T 
De las ecuaciones de la curva sigue x? +y? = a? e? AS y entonces 224 y2 
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= o z2 ; ésta es la ecuación de un cono con vértice en el origen O ,de ro- 
tación alrededor del eje z ya éste pertenece nuestra curva, 
La generatriz del cono que pasa por un punto P(x,y,z) de la curva es larec 


ta OP y tiene los cosenos directores proporcionales a X,y,z 0 sea a 


b 


cost , sent , e La tangente en P ala curva tiene los cosenos di— 
rectores proporcionales a x',y',z' , osea, a Acost-sent , cos t+ 
+Asent , » A. Se deduce que el coseno del ángulo de las dos rectas con 


sideradas queda expresado por 
2 
cost(Acost- sent) +sent(cost+ Asent) + = » 


+ > (Acos ent)%+ (cost+ Asen t)+ dl MA 


al 4 p2 
(2+p2) 224 02 


que es, efectivamente, constante 


20 - ESFERA OSCULATRIZ 

Sea 7 una curva regular, referida a su arco s , mediante las ecuacio - 
nes x=x(8) , y=y(8) , zZ=Z(8) . Sea Py(8p) un punto fijado en Y , 
Lt el ufrculo osculador en él, de centro Co y radio Ro . Llamando  P(s) 
a otro punto de Y , consideremos la esfera 2 (s) que pasa por el círcu- 
lo Lo y por el punto P(s) . Si, para 8—8y tal esfera tiende a una esfe- 
ra límite Eo , ésta se denomina la esfera osculatriz a Y en 
el punto » 


Usando las notaciones habituales (cfr. ej. 17) el punto Pg tiene las coor - 


denadas Xp, Yo. Zo ;0l centro Cog del círculo osculador a las coorde- 
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nadas x9+Rg Ey » YJo+RoMo + 2o*Ro 50 + Elcentro O(s) dele 
esfera  2(s) debe estar sobre la recta trazada por Cy Perpendicularmen- 
te al plano osculador en” Py , es decir, sobre la recta que pasa por Cp y 
es paralela a la binormal en el punto Po ; por lo tanto las coordenadas de 
O(s8) son del tipo 
X=xp¿+Rp EJ+ p(s) Mo pS Y=Y0 +Ro Nno+ q po 0 
Z=2p+Rg B0+9(8) vo » 
doude 91) es cierta función de s a determinarse. Podemos determinar- 
la teniendo en cuenta que el punto O(s) debe estar también en el plano perpen- 
dicular al segmento P¿P en su punto medio, es decir en el plano que en ¡as 


coordenadas corrientes X,Y,Z tiene ecuación 


x(s) slo e) e) 


E [ xt5) -xp] | X - 


En efecto; escribiendo que la (2) queda satisfecha por el punto (1) , se ob - 
tiene de inmediato 
RX, 
E 


915) = , (3) 
Ex) A 


donde queda entendido que x=x(8), .... E 

Haciendo tender s a Sp» el pomo O(s) tenderá al centro Oy de la 
esfera osculatriz y las coordenadas de Oy Se deducen dela (1) sustituyendo 
9) por su límite para 8 —8y . Para calcular tal límite es necesario re — 
currir a la expresión (3) que para 8 —8¿ Presenta la forma: indeterminada 


(*) Usamos una notación abreviada, escribiendo solamente el término rotativo a la coordeneda x ,procedi- 
do del símbolo X que está para indicar que se deben sumar tres términos análogos al arriba escrito y re— 
Bativos a las tres coorúenadas X.y.2 . 
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0 
Es s 
Según el teorema de De L'Hospital consideremos en lugar del cociente (3) el 


de sus derivadas, que se escribe (siendo E - E 


x-Xg) a 
Ela 3 "Ro Ep) + xo) La-xy-Ro EJ) é 
A —_ Aa _-- MM], - A ( 
Lar Laaz 
También este cociente presenta, para s—sp , la forma indeterminada > 
(porque X ag Ef=0, Lay Ay=0) . Sustituyamos (4) por el co — 
rrespondiente cociente de las derivadas que, en virtud de las fórmulas de Fre- 
net de »-.., Se escribe 
de R 
A 2 E Eze 
a) Bo E) + a os E (t-xy - Ry Ey) 


(5) 
ER Mo LEX 


Se tiene todavía la forma indeterminada + (porque $, E e 
E E 0 A qe 0) y entonces conviene considerar este nuevo cociente de deriva- 


das, obtenido teniendo en cuenta las fórmulas de Frenet %. So e $ 
dR an e 
ds «El CA 0 Ro 80) 5] 
a A 
e y 
Et dodo 
Se deduce que 


dR a 

UA [+ 7D Bo E0* 59 2,] dR 
a ([ÚÓ—— o 
880 Ltaz+* Ao 


de modo que, de las (1) sigue que las coordenadas del centro % de la esfe- 
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“ra osculatriz son 
pS y pa gE. 
Xp = Xp + Ro Ey — 0659, T o * Y =Y *Bo 97 Hold, To 
di 
Zy=%y+Bg 597 Yo Cada To 


y que el radio de la propia esfera (= O, Po Po) queda expresado por 


AR 2 
| lo 50-100 70]* Las Y u3+ dE 2% 


21 - ASINTOTAS DE LAS CURVAS ALABEADAS. 
Se pueden extender a las curvas alabeadas Y) 
x = x(t) , y = y() , z= z(t) , 
los resultados del ej. 1 . Sipara t-—T elpunto (x,y,z) de Y seale- 
ja indefinidamente de forma tal que su distancia a una recta fija r tienda a ce- 
ro, se dice que r esuna asíntota de '7 ) 
Admitiendo, por ejemplo, que tienda al infinito la coordenada x , conside= 


rando las proyecciones de Y yde r sobre los planos coordenados xy y 


xz , se obtiene inmediatamente que condición necesaria y suficiente para la e- 


xistencia de la asíntota es que existan finitos los cuatro límites 


yt) _ 2b_ 
tex . ur x(0) == % 


¿im [y m9] =n , ¿lim [20 - m0 x(0]= 
2=m'x+ 


La asíntota r tiene, en este caso, las ecuaciones y=mx+n , 


+n' . Determínense las asíntotas de las curvas 


377 
cos t 
x= Sent : y= S y z=kt 
1+t 1+€ 
sen t cos t 
-Ñ A -= E z=kt 
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a) 


(2) 


Para la (1) se encontrará la asíntota x=y=0 ;parala (2) se encontra— 


rán las dos asíntotas x=1 , z=0 y x=y=0 
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CAPITULO XXIX 
Ecuaciones diferenciales ordinarias 


1- INTEGRACION DE ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DI - 
FERENCIALES DE PRIMER ORDEN DE FORMA NORMAL. 


(ver "Lecciones", Cap. XXIX, n% 4). 
2a 
La 


Es una ecuación de variables separables que puede escribirse bajo la forma 


V y dy = dx , de la que integrando ambos miembros con fáciles cálculos 


se obtiene 2a arctg | - - [y ea -y =x+o 
=y 


Es fácil reconocer que la integral general así obtenida representa una fami - 


Integrar la ecuación diferencial y' 


lía de cicloides, En efecto; si en la ecuación hallada se pone y=a(l-cost) , 


es inmediato verificar que resulta x++c= a(t - sen t) 


2 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales 


3 2 
(1) (L+cos?*x) dy+ysenxcosxdx=0 ; a) y'= e ; 
za 


Son todas de variables separables. Procediendo como en el ej. 1 se encuen - 


tra 
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() y=0V1+c0tx ; (2) 


(3) x2 + y? -2oxy +02 -1=0 (4) 


6) y 8+29=x2 8+2x)+0 


Para la (3) se encontrará, en un primer momento,  artesen y -arcsenx = 


cte ;de ésta se deducirá cos (arcsen y - arcsenx)=c . osea, 


Vai 2y2. Vi-x2+xy=0 , etc,, ete, 


3 - Determinar la integral particular de la ecuación (1) del 
ejercicio anterior que verifica la condición inicial yb =3 


Teniendo en cuenta la integral general ya encontrada e imponiendo la condi — 


5 EN EM a 
ción exigida, se tióne; 3=0N 1.4008 Eo | 2 . De aquí e= Vs y la 
integral particular es, entonces, V 6(1+ cos? x) 


4 - Integrar la ecuación diferencial (3x+ y + 2) dy + (3x+y+1)dx = 


=P 
3x+y+1 
Escrita bajo la forma y'=-———— , ésta resulta del tipo y'=f(ax+by). 
3x +y+2 
Con la sustitución 3x+:y=u la ecuación dada se transforma en la u' = 
2445 y 
A del tipo de variables separables que, integrada, da la solución gene 


ral 2u-log|2u+5 | =4x+2c . Volviendo a la función y se encuentra pa= 


ra la ecuación propuesta la solución general x+y=c+ log Ñ | 6x + 2y +5 | 


5 - Integrar la ecuación diferencial y'+cos 2(x - y)=0 


Procediendo como en el ej. precedente se encuentra y =x -arctg 2(x + Cc) 
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6 - Integrar la ecuación diferencial (1+ A -2 Zay=0 
x 


Es una ecuación diferencial del tipo y! = «hb . Con la sustitución z 


u 
2 
se transforma en u+xu!= Er , es decir, en la ecuación de variables se- 


1 -u? 


t= 
parables u' pe 


i 
1 -u2 
en consecuencia la integral general de la ecuación propuesta es R- y? -=0x = 


Separando las variables e integrando se tiene inmediatamente 


E 
A 


=0 


7 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales 


(1) Exyl+ 2) d+ ytdy=0  ; (2 (2Vxy-ody+ydx=0 ; 


y y y x 
(3) (x-y cos —)dx+x cos —dy=0; (4)  (1- —===)dx+ == dy =0. 
e z Mi x? y? Vx? -y? 


Con procedimiento análogo al utilizado en el ej. precedente se encuentra 


2 2 x 
y E ; 2) y pS 
xó + y 
(8) y = -x arcsen (log cx) 3 (4) y=x>cos (log cx) 


8 - Integrar la ecuación diferencial 


(By -7x +7) d+ (Ty -3x +3) dy =0 


b 
Es del tipo y'=f( AS » Introducidas las nuevas variables E y 
atx + by +0! 


n , ligadas alas x, y porlas ecuaciones x= E+1 , y=71 hh e- 


ul 
AS 
cuación dada se transforma en la E AS . Con la nueva sustitución 
7 L- 3 


IR 
=u se llega con fáciles cálculosa Eu'= tE 
EE 


ws 
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Separando las variables e integrando se obtiene fu= LA 
7-7u2 5 
3 E 


E 


uf, tr: li: inte ii E —- == 
De aquí, tras realizar las integraciones, se llega a a 18 ar 


1 2 
ns (u"-1)=logcE que puede ser escrito en la forma equivalente 


gis (u+ 110 (qu - yt = e . Entonces, volviendo a las variables x e y ,se 
obtiene (y +x - y Y -x+ yt =0, quees la integral general de la ecua — 


ción dada, 


9 - Integrar la ecuación diferencial (x+y -1? dx - ax? dy =0 5 


Procediendo como en el ej. precedente se encuentra 


Ax 
y=x+1- 
log (cx) 
10 - Integrar la ecuación (1+x")y!=-2xy+L 


De inmediato surge que es una ecuación lineal. Escrita en forma normal re - 


-fad 
sulta y!=- y+ SS . El factor integrante e E os igual a 
14+x2 x(1 +x2) 
j 2 
e 1. =1+x2 , Laecuación puede entonces escribirse en la forma 
2 2x 1 % 
(1+x) (y + d 3 y) = E Pero el primer miembro es la derivada de 
+x 


y(l+ x2>) ; entonces se tendrá y(1+ x2) =c+logx , que es la integral gene- 


ral buscada, 


11 - Integrar las siguientes ecuaciones: 


3 


(1) yx: =y > (2) y!+ycos x= senx cos Xx A 
(8) Ad) yexy=ax o; Wm y- EL; 


yz 
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2 
py Lar; 6) y- yaa 


x(? -1) 


Con idéntico procedimiento al utilizado en el ej. precedente, se encuentran 


las siguientes integrales generales 


(Md) y=cóX + 


(3) y=0Y1-x2+a A (4) ya ed ; 


(5) <Hlorera-1)] ; (6) y=xmx"+c) Vx” -1 


a+ 6-6 ; (2) y=c8? 


12 - Integrar la ecuación (y + xy) dx + dy =0 

Es, evidentemente, una ecuación de Bernouilli. 

La misma admite, como es fácil ver, la integral y*<0 , Descartada tal in- 
tegral, dividamos ambos miembros por y? yescribámosla como y y'= 
=yl+x . Conla sustitución y. 1 u la transformamos en la ecuación lineal 


u'=u+x , que admite la solución general u=ce* -x -1 , La integral ge - 


neral de la ecuación propuesta resultará así ser igual a y(c *-x-1=1 


13 - Integrar las siguientes ecuaciones: 
+1)3 
Mm au-y-y ; o y LESS 0 
x+1 2 
+ Con análogo procedimiento al efectuado en el ej. anterior se obtienen las si— 


guientes integrales generales 


E 2]-3 
m ya : o y== [e 252] 
E 


14 - Integrar la ecuación diferencial 


(L - y) dx + (Y+x) dy=0 
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donde X e Y indican dos funciones homogéneas del mismo 
grado. 


Por la definición de función homogénea tenemos 
ak, Dex. pt 
Xy) =x"*X (l, 7) =x PU 


Y 
Ya) = YA LD) Y. 


Poniendo -=u la ecuación dada se transforma en la 
x 


[x% + pq) -xu] d+ [x% y (+) > (uóx+x du) =0 
Y, tomando como incógnita x= x(u) ésta puede escribirse en la forma 


E EA A O 
Pu) + ya) a Pu) + ya 


x'(u) =- 
que es una ecuación de Bernouilli con la función incógnita x= x(u) 


15 - Integrar la siguiente ecuación diferencial 


x dy - y dx 
ie 
x2 + y 


Escrita la ecuación bajo la forma 
[x02+ y? -y] ax+[ya?+ y%+x] dy=0 , 


procediendo como en el ej. precedente se llega a la ecuación de Bernouilli x'= 
sii z 
=- x - —— , con la función incógnita x=x(u) , donde u= 2 


u2+1 (u2 + 1)2 


2 c-2arctgu 


La integral general de ésta es x= z . Sustituyendo en el pues- 


1+u 
tode u suvalor = se obtiene como integral general de la ecuación pro — 


puesta 
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x2 + y2+ 2 arctg t=c 


16 - Integrar la ecuación (2y + x 7) dx + (2x + y?) dy = 0 


Se trata de una ecuación diferencial exacta, puesto que resulta 


ay, aex+y%_, 
dy Es > dx = 


Con conocido método (cfr. Cap. XXIX, n% 4) se encuentra que el primer 
miembro de la ecuación dada es el diferencial total de la siguiente función 
4 3 
x 
U(x, y) = + 2xy + ro á 


y entonces la integral general es ax%+ 24 xy + 4y> =0C 


17 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales exac - 
tas: 


(1) (3x2 + 6xy2)ax + (6x2 y + ay?) dy = 0 


x y 
(Pl ) e + == dy = 0 5 
¡a y? 2 y? 


x dx + y dy ¿Ey 


a) ENS 
1412 4 y? sy? 
3x + Xx +3 
“M La-—— dy-0 , 
x+y Y x+y 


Con análogo procedimiento al del ej. precedente se encuentran las siguientes 


soluciones generales: 


+3x2 y2+ y%=0 3 (2) x+ Nx +y“=0c ; 


a 
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; (4) (y) Y x+y =0 ; 


Notemos que para las (4) , (5) podemos encontrar sus integrales generales 
sin efectuar cuadraturas. En efecto; en la (4) la X y la Y son funciones 


homogéneas de grado + y verifican la condición de integrabilidad X,=Y_. 


De modo similar en la (5) la X yla “Y son funciones homogéneas de gra 
do -2 y verifican Xy = Yz  - Aplique el lector el teor. 1H del Cap. XXMI , 


n% 5 de "Lecciones" y controle los resultados antes obtenidos. 


18 - Integrar la ecuación diferencial 
(2 + y? + 2x) dx + 2y dy = 0 (1 
La forma diferencial del primer miembro no es un diferencial exacto, Bus — 
quemos si existe un factor integrante pi = p(x) función solamente de la x , 


debe ser 


lpm 0ry+20] - 37 [ 2y 00] ; 
osea, —p'(x)= p() . Asumiendo, entonces, (Xx) = e , se obtiene la e- 
cuación diferencial exacta 

As ys 2x) dx + 20% ydy=0 , 


cuya integral general es pl > y» *=e E 


19 - Determinar la condición necesaria y suficiente para 
que la ecuación diferencial Xdx+Ydy=0 admita un factor 


integrante que sea función solamente de xy o solamente 


de Ry, 
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3 D 
Poniendo p= p(xy) , se tiene Sy Por ; E - Py) cy; 


entonces ("Lecciones", Cap. XXIX, n% 4) debe ser 


E 


o sea, 


TE 


xX - yY pay) je 


e 
de donde la condición buscada es que => dependa solamente del producto 
A 


xy 
Poniendo, en cambio, p= pa? + y» resulta ES = $ Pé + Y) de. 


da =p pe +y? - 2x , y en consecuencia debe ser 


E ide IEA eS 
AS AN 


etc., ete. 


20 - En los ejercicios sucesivos 21, 22, 23, 44 y 45 serán utilizadas magnitu- 
des geométricas de las que aquí daremos las definiciones. Sea Y una curva 
regular del plano xy , d-finida por la ecuación y=f(x) ysea r unarec- 
ta de tal plano, arbitrariamente elégida. Para cada punto P de la curva indi- 
quemos con Pp su proyección ortogonal sobre r ,ycon T , N las in- 
tersecciones de la recta r con la tangente y la normal en P ala curva 

Las longitudes de los segmentos P¿«T , P¿N , PT , PN se denominan, res- 
pectivamente, subtangente, subnormal, tangente, normal, de la 
curva Y enelpunto P con respecto a la recta r 


Asumiendo la recta r coincidente con el eje x (fig. 95) y teniendo en 
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cuenta que las ecuaciones de la tangente 


yde la normal son, respectivamente 


A de O 
1 
Ei 


se encuentra inmediatamente 


E | 
pT= pal ; o + F 


en =|y ea | ; Fig. 95 

Fijemos ahora un punto O enel plano. Se denominan subtangente, sub 
normal, tangente y normal dela curva 7 enelpunto P , respec- 
to del punto O , las análogas longitudes correspondientes a la curva 7 ,en 
el punto P respecto de la recta r que pasa por O yes perpendicular a la 
oP 

Si se usan coordenadas polares 1 > de polo O , representando Y con 
una ecuación del tipo 9 = t(p) , delas x= q00 p Ns pan se de- 
ducen 


0r- Ln 0N=| 91], a Os PNV gt. 


Pol 


21 - Encontrar las curvas planas que tienen la subtangente 
cartesiana o la subnormal cartesiana constante. 
El problema se traduce, en los dos casos, en las respectivas ecuaciones dife- 
x+e 


renciales E =a , yy'=2 , cuyas integrales generales son y= e? (cur 


vas exponenciales) , y =2a (x+c) (parábolas). 
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22 - Con referencia a un sistema de coordenadas polares o. 
$ en el plano, determínense las curvas tales que el trián- 
gulo formado por la tangente en el punto genérico P , po12 
el radio vector OP y por la perpendicular a este ultimo 
trazada por el polo O ,tenga área constante. 

En otros términos debe ser constante (= a?) el producto del radio vector ? 
y de la subtangente polar e sabemos es igual a $ . Se tiene entonces la 
ecuación diferencial 5 =a2 osea al CS dp . Se deduce que las 


curvas buscadas tienen ecuación oe FQ)= + > 


23 - Hallar las curvas planas para las que la diferencia en- 
tre la subtangente cartesiana y la subnormal cartesiana es 
constante. 


Debe ser constante la diferencia 


+ -| yy" | o, lo que es lo mismo, 
Se - yy! dado que e e yy' tienen el mismo signo. Indicando con 2a 
el valor de la constante se tiene entonces la ecuación diferencial 


y 11 a2+y2 


To = a O OR e > il 


Se trata de dos ecuaciones de variables separables, para las que se encontra- 


rán las integrales generales 


x=c+ V al+y? +a108 ( a+y?-a) E 
x=0- Val+y? +alog (Val+y2+a) > 


respectivamente. 


24 - Determinar las curvas planas 7 tales que la proyec - 
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ción ortogonal de la 'ordenada de cualquier punto P de 7 


sobre la normal en P tenga longitud constante a 


La condición del problema se traduce en la ecuación diferencial A 
; V 1+ y 
=Aa  , que se transforma en la ecuación normal y'= » de va- 


riables separables. 
Se encuentra la integral general y+ y -2=c , de la que es fá 


cil deducir 


basta, sin embargo, considerar los signos superiores y escribir 


x 2 x 
y=+ (e + er) 


al 


pues la otra ecuación se obtiene de ésta cambiando c en — 
e 


Para c=a se logra una catenaria. 


25 - Determinar las curvas 7 tales que, indicando con P 
al punto móvil sobre 7Y y con T ala intersección de la 
tangente a Y conel eje x ,el triángulo OPT resulta i - 
sósceles de base OP . 

La abscisa de T es o y entonces se tiene la ecuación | =-2|- 


2 2x 
= TL + , de donde y!'= WE , que es homogénea. Integrando se 
y? x2 -y2 


obtiene la familia de cfreulos 


2 
x2+ y? -oy=0 


26 - Fijados arbitrariamente una recta r y un punto A (no 
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situado sobre r )determínense las curvas del plano Ar ta 
les que, llamando T a la intersección de r con la tangen- 
te a una cualquiera de ellas en un punto genérico M , se 
tenga siempre TM=TA 

Eligiendo como eje y larecta r ,ycomoeje x la perpendiculara r 
trazada desde A ¡indicando con a laabscisade A , se obtiene la ecua- 
ción 

x2 


+2ylal yo xy, 


es decir, 


2 
Ie 
2x 2x y És 


que es una ecuación diferencial de Bernouilli, 
Integrando se ecuentra la solución general 
yo ox ao=0 ; 


que representa una familia de circunferencias, 


27 - Indíquese con P al punto móvil sobre una curva plana 
Y ,con T a la intersección 

del eje y con la tangentea Y y 

en P , con A(a,0) un punto fi 
jado sobre el eje x . Deter - 
mínense todas las curvasTta 


les que el segmento TP sea 


visto desde A siempre bajo 


ángulo recto. 


La ordenada de T es y -xy! ,y 
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debiendo resultar PT2=AT?+AB? , se tiene 


x2 4x2 y = 224 (y xy)? +(a -x)? + y? 
de donde 
e E E ME 
Xx Xx y , 


que es una ecuación diferencial de Bernouilli, 
Se obtiene como solución general y =0x2+ 2ax - a? que representa un 


haz de cónicas. 


28 -Un muro con forma de sólido de rotación está cargado 

en su base superior con un peso P ,Determinar la sec — 

ción meridiana de modo que to le 

da sección transversal quede 

sujeta a la misma presión. 
Sea r el radio de la base superior y 

h la altura del muro, 9 el peso es- 


pecífico del material con que está cons= 


truido, 


Sea, además, x=x(z) la ecuación Fig» 97 
incógnita de la línea meridiana, Sobre la sección (transversallde altura 2 (0< 
<z <h) actúa, además del peso P ,el SE de la parte de muro que está 
sobre tal sección, o sea la fuerza P+ 9 a ax? dz e) , por lo que la pre - 
sión sobre tal sección vale eS (P+ xo E 2 dz) . Esta presión debe ser 
x 


constante y, en consecuencia, igual al valor E que tiene sobre la base su- 
xr 


(*) La integral aquí escrita representa el volumen de la parte de muro que está sobre la sección (ver “Leccjg 
nes”, Cap. XXII, n. 10). 
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h 
porior. Se llega así a la ecuación P+ XQ f x? dz = = x2 que, derivada, 
z Tr 


proporciona la 
apt. 
ye dz 7 
Es una ecuación de variables separables cuya solución general es x=ce dd 


Es necesario, por último, determinar la constante arbitraria c de modo que 
5 =h. 


resulte x(h)=r , obteniéndose así c=re?P y, en consecuencia, la si- 


guiente ecuación para la línea meridiana 


2 
20 h-2) 
re P 


29 - Determinar la intensidad de corriente 1(t) en un circui 
to eléctrico dotado de resistencia R y de coeficiente de 
autoinducción L en el que actúe una f.e.m. V(t) , función 
conocida del tiempo T . 

El problema se traduce, como es sabido, en la ecuación diferencial L aL + 


dt 
RI =V(t) , que es lineal y admite la solución general 


A Rc 
qt / 6 METAS: 
a lo 


La constante arbitraria c se determina después en base al valor inicial 
1(0) = lo de la intensidad de corriente, que se supone dado. Se encuentra que 


e=1I¿ y entonces, en definitiva, es 


a ni 
L=Iy el + el f eya das 
> o 


El lector puede aplicar esta fórmula a los casos particulares V= Yo 


tante V=VW cos (wt+a) . 
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30 - TRAYECTORIAS ORTOGONALES DE UNA FAMILIA DE 
CURVAS PLANAS. 


Sea dada una familia co! de curvas planas representada por la ecuación 
fx,y,A4)=0 , cuando varía el parámetro A . Se denominan trayecto — 
rias ortogonales de la misma a las curvas que cortan todas las curvas de 
la familia según un ángulo recto. 

En un punto (x,y) la curva f(x,y-A)=0 que pasa por él tiene una tangen 

Lx (X, y, A) 
te cuyo coeficiente angular es m= - —_—_— x por el mismo punto pasa 
fyX,y,») 
una de las trayectorias ortogonales incógnitas con una tangente de coeficiente an 
d; 
gular mi= Z . Las dos tangentes son perpendiculares y., debiendo ser 


mm, =-1 , se llega a 


dy fx y, A) 


= (a) 
dx fy(1,y,2) 


Esta ecuación debe verificarse en aquel valor de A que corresponde a la 
curva de la familia que pasa por el punto considerado (x,y) , vale decir, pa - 
ra aquel valor de A que verifica la 

f(x,y,A2)=0 ba (2) 

Sigue que en tal punto (x,y) la Y calculada a lo largo de la trayectoria 
ortogonal que pasa por él queda ligada a x y por la relación que se obtiene 
eliminando A entre (1) y (2) . 

Con tal eliminación se encontrará una ecuación del tipo 

F(x, y, z, =0 (8) 
que es, entonces, la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales busca- 
das. Integrando la (3) se obtendrá la ecuación pax, y, 0) = 0 del sistema de 


tales trayectorias. 
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Es de notar que si las curvas dadas quedan representadas por una ecuación 
del tipo f(x,y)= A es decir, son las líneas de nivel de una función dada 
f(x,y) 7,1a (1) , que en este caso se escribe 


ay eN _, 


=1., a» 
eL 07) 


proporciona sin más la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales. 
Considérese, por ej., la familia de hipérbolas equiláteras definidas por x?- 
-y? = A . La (1') seescribe -y! - -. 1 yes de variables separables; se 
encuentra inmediatamente la solución general xy=c  . Las trayectorias orto- 
gonales son, entonces, las hipérbolas equiláteras que tienen por asíntotas a los 
ejes coordenados, y se obtienen de las dadas mediante una rotación de 45% alre- 


dedor del origen. 


Como otro ejemplo considérese la familia de lemniscatas definidas por la e — 


24 y2)- 
cuación (+ y - Ax? - y?) =0 , La (1) seescribe y! A 
2y(xt+ yO) Ay 
=1 yeliminando A entre ésta y la ecuación dada, se llega a la ecuación di - 
2 5 2 y3 
ferencial y' A . Es una ecuación homogénea que, con la posición 
x3 - 3xy' 
182 
L-u se transforma en la sa du = 2 ax ; sigue, integrando, 
x u(1 + u2 x 


log e + log u - 210g (1 +u2) =2logx . 

De ésta se pasa a la cu=x?2(1+ 2? y, sucesivamente, a q + y - 
-cxy=0 , que es la ecuación buscada de las trayectorias ortogonales. Se tra 
ta todavía de lemniscatas y se ve de inmediato que se las obtiene delas da 


das con una rotación de 45% alrededor del origen. 


31 - Determinar las trayectorias ortogonales de las siguien- 


tes familias de curvas: 
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2 


Mm xd+y2-ax=0 ; (2) 3x2+y2-Ax=0 ; (3) ar + y2=r? 


En el caso (1) se encuentra la ecuación diferencial y'= = ya encon 
EN 
trada en el ej. 25 ;las trayectorias ortogonales son, en consecuencia, los cír- 


culos x2+ y? -cy=0 


En el caso (2) se llega a la ecuación diferencial y! = (homogéne- 


3x2 -y2 
a) y se obtiene la integral general y.= e q -y> =0 ;las trayectorias orto- 


gonales constituyen, entonces, un haz de curvas, 


2 
En el caso (3) se llega a la ecuación diferencial y? = y la que se 
r 


y 
dy y dy Y, 
separa en las dos —= e AS Basta sin em— 
dx dx fr? - y2 
bargo considerar la primera pues la segunda se obtiene a 


partir de la primera realizando el cambio de XxX e -E ,Yy 


en -y , de modo que la solución de la segunda será la simétrica respecto del 


dy=x-c y efectuando 


y 


origen de las de la primera, Se obtiene 1 


en la integral la sustitución y=rsent es fácil deducir 
x -c=r (log tg ++ cos t) 
Las trayectorias ortogonales buscadas pueden entonces representarse con las 


ecuaciones paramétricas 
x -c= r(log tg ++ 008 6) » y=rsent 


que constituyen una familia de curvas, llamadas tractices , deducibles u= 


na de otra mediante una traslación según el eje x 
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32 - INTEGRACION DE ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DI- 
FERENCIALES DE FORMA NO NORMAL. 


Integrar la ecuación diferencial y=f(y') 

Se trata de una ecuación en la que la x no figura explícitamente. La inte — 
gral general se puede expresar mediante dos ecuaciones paramétricas con  y' 
como parámetro, En efecto; diferenciando la ecuación dada, se tiene y! dx = 
= iy) dy, ex cn dy! , de donde, integrando, x=c+ a dy. 


Las ecuaciones paramétricas de la solución general son, entonces, 
uy! 
os [Li ON 


Si entre éstas es posible eliminar el parámetro y' , se tiene la integral ge- 


neral bajo la forma qa, y,c)=0 


33 - Integrar la ecuación diferencial y= 2y8 4 y12 

Con el procedimiento del ej. precedente se obtiene y! dx = (6y"2+ 2y"dy" , de 
donde y'='0 /y, en consecuencia, por la ecuación dada y=0 7 o también 
dx = (6y' + 2) dy" 

Tenemos así la solución general 

x= 2y'+3y2+0 pr y=ay + ya y 

y la solución singular y=0 E 
34 - Integrar la ecuación diferencial x=f(y') 


Se trata de una ecuación que no contiene explícitamente la y . Diferencian— 


do los dos miembros, se obtiene dx =f'(y!) dy! ; pero se tiene dx= . 
entonces puede escribirse A =f! (y) dy! , dy=y'f! (y) dy! ; integrando 
y 


se llegaa y=c+ S» f(y") dy' que, junto ala x=f(y') proporciona la so- 
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lución general en forma paramétrica. 


35 - Integrar la ecuación diferencial x=cos y' + y' 
Con el procedimiento del ej. precedente se obtiene dy = y'(-sen y! + 1) dy! ; 
integrando sigue y= y' cos y' - sen y! + + y? +c que, junto a la ecuación 


dada, brinda la solución general bajo forma paramétrica. 


36 - Determinar las curvas y=y(x)>0 tales que, para cada 
una de ellas, las áreas de los rectanguloides relativos re- 
sulten proporcionales a los correspondientes arcos de cur- 
va. 


La propiedad enunciada se traduce en la ecuación 
x x 
j york | Vie y? ax 
Xo xo 


con k constante positiva. Derivando se obtiene la ecuación diferencial y = 


k Y 1+ y! que es del tipo de la del ej. 32. Se encuentra, con el método allí 


indicado, la integral general 


Do, yk fi y? a) 


y la integral singular y=k . Eliminando y' entre las (1) seencuentra y= 


x -c=klog(y'+ Y 1+ y 


= k cosh EL 


, es decir, una familia de catenarias, deducibles unas de otras 
mediante traslaciones según el eje x 
Las curvas buscadas son, entonces: 19) catenarias con el eje paralelo al eje 


y ; 2%) rectas paralelas al eje x 


37 - INTEGRACION DE ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DI- 
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37 - INTEGRACION DE ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DI- 
FERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO (ver 
"Lecciones", Cap. XXIX, n0 8). 
Integrar la siguiente ecuación diferencial 
2 
2y! y" + (1+ y?) =0 pa (1) 
Es una ecuación de 2% orden en la que no interviene explícitamente la y .A 


sumiendo como nueva incógnita la y! , poniendo y' , Se obtiene p! = 


2,2 
=- eo , es decir, una ecuación del primer orden y de variables separa 


bles, cuya integral general es x+ e 
1+p2 

Para integrar esta última ecuación conviene proceder con el método indicado 
en el ej. 34; se llega así a representar la integral general de la (1) con las e- 


cuaciones paramétricas 


» Pp 
x+c,= y+C0,= - arctg p . 
O 2 1+p2 


Eliminando el parámetro p se encuentra, por último, 


SN a e 1 
y+c,= x+c, (1 +0,) arctg a A 


38 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales 


Mo xyreyra 0 (A) yy 210 


3/2 


e) y"=(+y?) (4) xqm+ayi?)-y=0 5 


(6) y" -3y yn+ 2y2=0 


Son todas del tipo considerado en el ej. precedente. Las respectivas integra - 


les generales son: 


2 3 
() y=x +x +c¡logx+c3 ; (2 y=logcos(x+c3)+ca3  ; 
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E) repr rel o : (6) y=Flgné+c)+ez ; 
y=0 +0, 
> y=0 +0, 


Cuál es el significado geométrico de la (3) ? 


39 - Integrar la siguiente ecuación diferencial: yy" - y? - 


Es una ecuación de 2% orden en la que la x no figura explícitamente. Asu 
miendo como nueva incógnita la y' considerada como función de y ,o sea 
poniendo y'=p(y) , setiene y"= 2, , por lo que la ecuación dada se 

y 
de S a 
transforma en la yp ES -p"-p=0 .,Esta tiene las soluciones p=0 , p= 
x 
- al .De aquí es fácil deducir y=0, , y=0] (+cye ) ¡pero la 
primera fórmula es un caso particular de la segunda (9 = 0) y entonces la so- 
x 


lución general de la ecuación propuesta es y = e, (U+c, e). 


40 -Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales; 
Mo yrry?-y=0 o; 2) yyrry?=0 o; 
o yy; (Mm ayy"-y?-1=0 
Son todas del tipo considerado en el ej. precedente. Las respectivas solucio - 


nes generales son 


(1) x = y + c7 log(y -C1)+C2 2 y=0x+cp i 
+ 09)? 
(8) y=(0, -x)log(c, -x)+x+0g (4) y= > a +0, 


La (1) tiene también la solución y = constante. 


41 - Integrar la ecuación diferencial yy" y 94 yy" =xy)=0 


El primer miembro es una función homogénea de grado 2 de los argumentos 
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+ y E 

Y ,y', y" . Escribiendo la ecuación bajo la forma 7 Si + y 0 
' 

y asumiendo => =u como nueva incógnita se obtiene la ecuación de primer or 

den u'+u-x=0 que tiene la integral general u=x-1-c, eE . Tras es 


to, de la a x -1-0,€* se obtiene de inmediato 


2 
y=cz3e 


42 - Integrar con el método del ej. precedente las ecuacio - 


nes (5) del ej. 38 y (2) del ej. 40. 


43 - Integrar la ecuación diferencial 3y' y =(1+ y? yu 

Es una ecuación de 3% orden en la que no figura explícitamente la y .A- 
sumiendo como incógnita y'=z ,seobtiene la ecuación de 2% orden 
3221? = (+ 22) z'' en la que no aparece explícitamente la variable independien 
te x . Considerando como incógnita z'=p(z). se llega a la ecuación de pri- 
mer orden 3ap? =(1+ 22) Pp eS que tiene las soluciones p=0 , cp = 
= (1+ 22) 

Enelcaso p=0 sellegaa z'=0 osea y"=0 y, enconsecuencia, y= 
= 01 X + Ca (totalidad de las rectas del plano) . 

En el otro caso tenemos para determinar z la ecuación de 1% orden 


ezt= (1+22)2 que tiene la integral general — 5 =x+0, 


1+2 
Teniendo en cuenta que z =y*' llegamos, por último, a la ecuación x+cy = 
eL EN 
todo allí indicado se obtiene y'+ C9= 


" 


que es del tipo considerado en el ej. 34 . Procediendo con el mé- 


o 
pus 


entre las dos últimas ecuaciones escritas se obtiene  (x + e? +(y+ 22) 


, Por lo que, eliminando  y' 


=0 


(totalidad de los círculos del plano) . 
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44 - Determinar las curvas planas y=y(x) para las que el 
rtadio de curvatura es proporcional al cociente entre la sub 
normal y la ordenada. 


El problema se traduce inmediatamente en la ecuación diferencial de 22 or- 


28/2 
1 + y" A 3 
den ia — , Osea, (1+ y23/2 =k y! y" donde no figura la 
y .Con y!=p como incógnita se tiene la ecuación de 1% orden 
a+ Ae s 


=kpp' que tiene la integral general x +, =- ETS 
1+p 


Queda por integrar la ecuación de 1% orden 


E a 


del tipo de las del ej. 34 ; se llega a 


y 
yo o9=[ te 00 mt |] B (2) 


Las curvas buscadas quedan entonces representadas paramétricamente por 


las (1) , (2) y eliminando el parámetro se llega a la ecuación explícita 


3 k+V -e + ej? 
N +01) A —.——— 


x+c] 


y+c9= 


45 - Determinar las curvas planas y="(x) para las que el 
radio de curvatura es proporcional a la normal (curvas de 


Ribaucour). e 


=ky Y Ly" 


. (+ y) 
Se encuentra inmediatamente la ecuación diferencial = 


osea 1+ y? =kyy" . Es una ecuación de 2% orden donde falta la x ; con 


popa 


la posición y'= p(y) se obtiene la ecuación de 1% orden 1+ p?=kyp 7 
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con la integral general y=c(1+ p? EE A 


Debemos ahora integrar la ecuación 


y=0 (14 y2)k/2 a) 


de la que, con el procedimiento descripto en el ej. 32 se deduce que 


E 
so ok fusy E (2) 
Las curvas de Ribaucour quedan entonces representadas paramétricamente 
por las (1) , (2) . Recordando las conocidas reglas sobre las integrales bino- 
mias se reconoce que la cuadratura indicada en (2) puede efectuarse elemental- 
mente sólo si k es entero. 


Poniendo y'=tgt ,las (1) , (2) asumen la forma más simple 


x-c=ck ce y= = 
E cosk t h cosk t 


En el caso particular k=2 se obtienen las parábolas 4c (y -c) = (x - ep”, 
caracterizadas geométricamente por tener como directriz al eje x [se reco- 


noce este hecho fácilmente escribiendo la ecuación bajo la forma (x - e ? + 


46 - ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES (ver "Lecciones" , 
Cap. XXIX, n% 10, 11, 12, 13, 14, 15). 


Integrar la ecuación diferencial 
y" - 3y! + 2y = f(x) . (1) 
Es una ecuación lineal, no homogénea, con coeficientes constantes . 
La ecuación homogénea correspondiente y' -3y'+2y=0 tiene la ecuación ca 


racterística 0a2-3a+2=0 conlas raíces a=1 , A=2 ¡de aquí re 
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sulta que su sistema fundamental de integrales queda dado por yy (x) = eX 


Ya e E y la integral general por y=0 +00 = 


La integral general de la (1) está en consecuencia constituida por 


x 
A | k(6,5)f(5)d5 A 
xo 


donde k(x,E) esel núcleo resolvente qué, según una regla conocida 


tiene la expresión: 


y (0) ya (0) y, (0) y, (0) 
k(x,E )= : - 
y (6-5) y (x-5) 50) y5(0) 
1 1 1 1 2-5) x= E 
= es : 205) S - E e -=8 


Se concluye así que 
mx, [2 - 
y=0*+cze .f [2-8 ] 05) 05 


xo 


47 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales 
(1) y!!! -3y! + 2y = f(x) ; (2) y"+4y=fx) ; 


(3) y" -2y'+y=1(x) ; (4) 


Son todas del tipo considerado en el ej. precedente, Para la (1) la ecuación 
característica relativa a la ecuación homogénea tiene las raíces a=1 (doble 


a =-2 lográndose así el sistema fundamental de integrales y =e* , y, = 


=xex, Y3= ¿2% El núcleo resolvente será 
1 0 Ji 1 0 1 
k(x,E)=| 1 1 2 a fica 
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E "| [30 -E) -1] $ cil 
por lo que se tiene la solución general 
ES 
() y= (0, +eyu)e + es A, + f [se-5)1] 5 Ph ds 
x 
0 


Para la (2) la ecuación característica tiene las raíces 2i , -2i y se obtie 
nen para la ecuación homogénea las dos soluciones independientes y¡7 cos 2x, 


yz = sen 2x . Se llega así al resultado 
ll x 
(2) a | sen 2(x -E )f(E) dE 
X 
0 


Análogamente se encuentra para las otras dos ecuaciones 


x 
8) | 67075 £(5)d8 
xo 
x 
(4) | [5 -0-5)1) 18) as 
X 
0 


48 - Integrar la ecuación diferencial del ej. 46 , usando el 
método de variación de las constantes arbitrarias. 
Hemos visto que la integral general de la ecuación homogénea correspondien- 


2x 


*+e,e . Busquemos ahora una solución parti- 


te está constituida por e 2 


cular yp(x) de la ecuación no homogénea dada, poniendo 


Y 0 ete (0) 0% (0) 
con v(X) , 1 (%) funciones por calcularse, Es sabido que sus derivadas pri- 


meras v¡ (X) , va (x) se obtienen del sistema 
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Year maet=0 , y 60 + vo 6%) * 202% - £(x) 
Se tiene, entonces, Y eo=* 1, va ex) = e f(x) y, en consecuen - 


Xx Xx 
cla y o--/ 5 EJE , 1 e- í 92 £(E)dg —. Sustitu— 
*o 0 


yendo en (1) se obtiene la integral particular 


x - x 
y 00=-e | A | 3% 1(5) 45 = 
dx - xo 


E f [2 05] 50 
*o 


que, agregado a Cy + Ca e vuelve a darnos la solución hallada en el ej.46, 


49 - Integrar las cuatro ecuaciones diferenciales del ej.47u- 


sando el método de variación de las constantes arbitrarias, 


50 - Integrar la ecuación diferencial y" -y=2x ap = 


Es una ecuación lineal, no homogénea, con coeficientes constantes. La ecua - 
ción homogénea y" -y=60 tiene la ecuación característica AS 1=0 con 
las raíces 1, -1 y, por ende, la solución general e + “o e* 

Queda por determinar una integral particular de la ecuación dada. En este ca= 
so es inútil utilizar el núcleo resolvente o el método de variación de las constan- 
tes arbitrarias porque, siendo el término independiente combinación lineal de un 
polinomio de primer grado y de una exponencial, se puede fácilmente encontrar 
una integral particular aprovechando los artificios descriptos en "Lecciones" 


Cap. XXIX, n% 14. 


Precisamente debe existir una integral particular que sea combinación lineal 
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de un polinomio de 1% grado (porque el cero no es raíz de la citada e 
cuación característica) y de la exponencial Pl (porque el número 2 
no es raíz de la ecuación característica). 


2x 


Buscando tales integrales bajo la forma y=ax+b++ce (con a, b, e 


constantes por determinarse) y sustituyendo en la ecuación dada, se obtiene 


4ceX ax -b=ceX=2x -eX . 
Debe entonces ser -a=2 , b=0 , 3c=-1 ,osea, a=-2 , b=0, 
e=-+ . Se llega así a que la integral general de la ecuación dada es 
dE o A 
y=ce +cye 2x 3 e . 


2 x 


51 - Integrar la ecuación diferencial 2y" -y! -y=x" -3e 

Se procede de modo análogo al del ejercicio precedente. La ecuación homogé- 
nea tiene la solución general e e, Ca iS . Se busca luego una solución 
particular que sea combinación lineal de un polinomio de 25 grado 
(porque el cero no es raíz de la ecuación característica) y de una función 
del tipo xeX (porque 1 es raíz de la ecuación característica). Poniendo 


entonces y=a x2+bx+c+dxel y sustituyendo en la ecuación dada se ob — 


tiene 


4a+2d(c+2) 0% -2ax -b -d(x+1)0% -ax? -bx -c -dxe* 


debiendo entonces ser -a=1 


-3e 


, Za-b=0 , da-b=0=0 , 3d=3 , 


de donde, a=-1 


La integral general de la ecuación propuesta es, entonces, 


da 
yo os 6 . 
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52 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales 
(Do ym-y"=6x+2x 0% ; (2) 4y"!-8y"+5y!=20x8  ; 
(3) y -3y "+ 3y -y= er; (4) y" -16y= PEE S 


Procédase como en los dos ejercicios precedentes. Se llegará a los siguientes 


resultados 
(wm prog og 3 a 49 e 
(2) y=0,+0, *eoslx+e Asentx+rxt+ 2 x3, 528,2, 4008, ; 
14 2 3 2 25 125 
2 5 
(3) y=0 A+ + oe ; 
1 2 3 0 A 
s ' 
(4) y=c oo 0008 2x+osen2x- 2 - ga sen 2x us 


53 - Determinar cuál solución de la ecuación diferencial 
y" + 4y!+5y= sen x (1) 
verifica las condiciones iniciales y(0)=Y , y'(0)=0 . 


La (1) tiene la integral general 
y=0c 5 cosx+cz 0% senx+ + (sen x - cos x) : (2) 


De esta fórmula sigue 
-2x 


y'=c 2008 X - sen Xx)+c -2 sen X +c08 xl (COS X + sen X' 
1 2 8 


Se tiene así y(0) = e- + » y"0)=-2 e, +0y+ y entonces la inte - 


E 
8 


gral particular buscada se obtiene en-correspondencia con los valores de cy y 
1 


, “20+C2+ ++=0 " 


cy tales de resultar cc; - 


(*) Téngase presente que el término independiente de la ecuación (4) puede eseribirse 1+cos2x . 
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z por lo que la integral pedida es 


9 
dr =— 
Tendremos así €, a 08 
1 g2x 2x 
== OS cos x+ 17 e*” sen x + sen X - COS x) 


54 - Determinar la integral de la ecuación diferencial y!" + 
+y'=sen2x que verifica las condiciones iniciales y(N)= + 
2 


UL O 


Se encuentra y=senx+ + cos 2x 


55 - Determinar las integrales de las siguientes «ecuaciones 


diferenciales que verifican las condiciones iniciales indi- 


cadas: 

E 
(2) y"+y=semx 5 y00)=0 , y(0=1 5 

B)  yUayi=2 5 y0)=y 00) =3"0)=y"" (0)=0 


Se encuentra, respectivamente, 


(1) y == (8 -log|x|) ; 
(2) "y =-F (0 senx -xc0sx) 5 
2 


(B)  —y=x" -2(L-cosx) 


56 - Un circuito eléctrico con coeficiente de autoinducción 
L y resistencia R en el que interviene un condensador de 
capacidad C , está alimentado por una f. e, m. conocida 


V(t) . Determinar la intensidad de corriente I(t) suponien - 
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do el circuito inicialmente en reposo. 


t 
La 1(t) debe verificar la ecuación L Ss RI+ sE f Idt=V(t) . Asur 
Cc do 


t 
miendo como incógnita la carga Q(t) = f Idt se obtiene la ecuación diferen- 


lo 
cial 
2 
Ed E E E A 
A RO A 1) 


que es lineal, no homogénea y con coeficientes constantes. Esta ecuación debe 
integrarse con las condiciones iniciales Q(0)=0 , 1(0)=Q'(0)=0 .Lae- 
cuación característica relativa a la ecuación homogénea correspondiente es la 


2, R ¡ME R z ¡| R 1 
a+ L A+ 173] =(0 y tiene por raíces a A . Con- 


viene distinguir los tres casos Ej 2 an 
2L 


Yo 


1% caso: AS . Las dos raíces de la ecuación característica son 
2 y LC 
reales y distintas, ambas negativas. Indicándolas con -a , -f la ecuación 
at 


homogénea asociada a la (1) tiene la integral general e ES Ca e pe y el 
núcleo resolvente de la (1) queda expresado por 


1 1 1 dl 
TS) 


5 alt=r) 55 (9) Er 


La (1) tiene entonces la integral general 


t 
at pt, 1 - ptr) _ alt=) ] (e) 
A idad f Let e ] E dt. 


Sigue, derivando, 
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19=-0, a0 o, por - 


Imponiendo las condiciones iniciales Q(0) = 1(0) = 0 se encuentra inmediata- 


mente e, =0y4=0 , y así llegamos a 


t 
peca: VEO Pl) _¿ alt=") a E 
Qm (PE ,, [e € vo O 


t 
A f ES sn. pa Pen] V (t)ar 
o 


22 caso: + = += . La ecuación característica tiene una sola raíz, re- 
al y negativa - A (con = = ). Con cálculo análogo al del caso prece— 


dente se encuentra 


t 
1 - 
Q0= 7] / aero Dr ar ; 
0 


1 
wm-] f [1-0 (-5)] € AU) de 
lo 


R 1 4 
er o is E 

30 caso: q < ac * La ecuación característica tiene dos raíces com: 
plejas conjugadas -atiw (con a = E ; ). Con 
el procedimiento habitual se encuentra 

El t - alt-r) 

Qt) = — e sen w(t-T)V(1)dT ; 
wL 


t 
1) = = j E [ pocos o(t-2)- asen w(t-0)] v(t) ar . 
0 


57 - Estúdiese la descarga de un condensador de capacidad 


C a través de un circuito con coeficiente de autoinducción 
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L yresistencia R 


2 
La carga Q(t) del condensador debe verificar la ecuación diferencial a + 


R JQ 


A dE +0 =0 y las condiciones iniciales Q(0) = Qp +» Q'(0)= 0 don 


de Qo indica la carga inicial del condensador. 
Manteniendo las posiciones hechas en el ej. precedente se encuentra fácilmen- 


te 


Q > A ap - E 
Qe Món 10-056 at Pe R L 
at 


Ql)=Qparaye "to, 1m=-Quetts (al 


-at a a+ w? -at 
Q()=Qy2 —(coswt+ ¿sen wt), 1)=-Q e senut , 


e. < 2 
> 2L yu 
58 - Dada una ecuación diferencial lineal homogénea del tipo 


de Euler, con coeficientes reales 


(1,00, 
x 


a ] 
ZA, 2-0 , (1) 


y ... 
x x0=l Pa 


examinar la posibilidad de obtener integrales reales cuan - 

do la ecuación característica tiene raíces complejas. 
Sabemos (cfr. "Lecciones", Cap. XXIX, no 15) que la determinación de un sis 

tema fundamental de integrales de la (1) depende de la solución de la ecua— 


ción característica. 


(a (9-2)...(A-n+1)+a, a(9-1(9-2...(a-n+2)+...+ 


+ Aq-2 291) +29 1 A +2)=0 
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si fti7 es un par de raíces complejas conjugadas, de multiplicidad y 
se obtienen en correspondencia las 2 y integrales independientes (bajo forma 


compleja) : 


ng, a og, 01,290 


Teniendo en cuenta que 


+ 
xB+17 ¿PB ¿tiTlogx_P [ cos( Ylog x) + i sen (7 log x) ] e 
se ve que sustituyendo las integrales (2) por estas otras (linealmente indepen— 


dientes como las primeras). 


PE 
3. cos ( Y log x) - (log x) 5 

E 

> 

se obtienen 2vY integrales reales. 


sen (Flogx)- dlogx) , (k=0,1,...,9-1) 


59 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales linea- 


les de Euler: 
1 5 3 2 
1 A 00 y 12 m4 y m0: 
a) NA ie pd dr dr 
6 9 3 Tí 
e) ya — y y yr y = 0 
x x? mo xi 


Teniendo en cuenta el ejercicio precedente, se encuentran fácilmente las si - 
guientes integrales: 
(1) y=0c,xcos(2 log x) + cz x sen(2logx) ; 
(2) y = C] + cz cos(log x) + cg sen (log x) y] 
(3) y = Cy cos (log x) + ey sen (log x) + 3 cos(log x) - log x + 


+ cg sen (log x) - logx 
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60,- Dar para el núcleo resolvente k(x,E8) de una ecuación 
diferencial lineal del tipo de Euler una forma análoga a la 
válida en el caso de las ecuaciones lineales con coeficien— 
tes constantes. 
Basta repetir un razonamiento totalmente similar al efectuado para las ecua— 
ciones con coeficientes constantes (ver "Lecciones", Cap. XXIX, n? 14) reali — 
zando el cambio de variables x= Et que transforma el punto x= E enel 


punto t=1  , Se llega al siguiente resultado 


y (0) ya (1) 
EA) y, (0) 
-=1 

A oa dora 

ra, A e ceiate yea) 
x x X, 

E) Y A 
y (1) A) AA Y (1) 


Es, por otra parte, inmediato verificar que el k(x,E ) así definido goza e = 


fectivamente de las propiedades exigidas al núcleo resolvente. 
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61 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales linea— 


les de Euler: 

1 4 6 7 a 
1 MA y ll ; (2) mi Lyn 1+ =f 
(1) ra e ex) 2) y pd Y py (x) 


Teniendo en cuenta el ejercicio precedente se encuentra, respectivamente, 


E A 
(Mo y=0,x +2+/f 31 as A 
x > x*5 


2 x 3 
+0 +] 00% PEE) de 
ha 
0 


62 - ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE LAS ECUACIONES DI 
FERENCIALES LINEALES. 


Las ecuaciones lineales y homogéneas para las que hemos dado un método de 
integración son las de coeficientes constantes y las de Euler, Para otros tipos 
de ecuaciones se logra algunas veces efectuar la integración transformando la e 
cuación dada en:una de las de los dos tipos precedentes mediante un oportuno 
cambio de la variable o de la función incógnita, Demos algunos ejemplos . 

Ejemplo 1%) Supóngase dada la ecuación 


72 


yrey+ e y=0 , (1) 


Asumamos como nueva variable la E definida por E =e* . Se tiene 


AA PRO 5 dl -2x =% 

Y EE > ii da Es e 
osea, 

AS 2 Py dy 

yes 5 dE , a52* E , 


2. 
só ¡A E ES 
1 A =0 
con lo que la ecuación (1) se vuelve E el + E a E E + Ey E 
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2 

vale decir, == +y=0 ., Esta última tiene sus coeficientes constantes y su 
ds 

integral general es y= C, Cos E +cysengE  . Se llega así a que la (1) tiene 
la integral general 


y = 0, eos (8%) + cy sen (e *) 


Ejemplo 2%) Considerada la ecuación 


xp y? gn pel 1) y ay = 0 0, 2 

asúmase como nueva variable S =x2+ 1 , La (2) se transforma en la 
2 dy dy 

El —=+ E —-y=0 que es del tipo de Euler y tiene la integral general 


d5? ds 


y=0c15 + Sm . Se llega así a que la de la (2) es 


22 
+x2 


y=0, + 1) + 
1 


Ejemplo 3%) Considerada la ecuación 


x2 y + 4x (1 -x)y!+2 (1 -4x)y=0 5 (3) 
cambiamos la función incógnita y , poniendo y= L . Setiene  y' = 
Xx 
ze 22 z EYA] 6z 
- y y. —BÁ - —R + — entonces la (3) se transforma en 
eE a o 


la z"-4z'=0 que es de coeficientes constantes y tiene la integral general 


=ej+egeX% o, 


La de la (3) viene dada entonces por 
5 etx 
e . 
=> 2 x2 


Ejemplo 4%) Dada la ecuación 


y" -2(1+ tg x) y! + (1+ gx) y=0 , (4) 


poniendo y=.e*z se cambia la función incógnita y se obtiene la nueva ecua — 
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ción z"-2tgx-:z!=0 que es de fácil integración (falta la z ). Se encuen 
tra Z=C+C2f8 Xx y entonces 


y=0%+cye” tgx 


63 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales linea- 


les homogéneas 


Mm. alga-18 y" -3y=0 


(2) x4yn+ 2x0 yr+ a? y=0 ; 


e) xy!" + By" + xy =0 


Para la (1) poniendo y=xz , = log E La , etc, etc, se encuentra 


(1) e PELE E 


Para la (2) poniendo E = , etc, se llega a 


L 
x 
(2) y = Cc] cos ++ 07 sen H 


Para la (3) con y=+ etc., se encuentra 


Es ex/2 xV3 ex/2 


cos 


64 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales linea- 
les no homogéneas: 
(1) x2y+4x (1 -x) y! +2(1 -4x)y=xe* E 
Q) y" -2(1+tg x) y'+ (1+ 2gx) y=1 
Ya hemos resuelto (ver ej. 62) las correspondientes ecuaciones homogéneas . 


Calculando ahora los respectivos núcleos resolventes se encuentra, para la (1), 
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152 078 1/ $2 Ab) g2 
2 
eN =1 LE). 
kx, E )= -1 5,[4 6-5). 
1x2 ¿%x2 2/58 25 ett) y? 
y para la (2) 
eb e5tgg| feb ets E 
k(x, E )= z =e* "Bos? 5 (tgx-tgE). 
*  *Xigx| feos  e5(gertgle) 


La (1) admite, entonces, la integral particular 
Xx 2 
A a DEA 
4 2 2 Ls 
0 x E 
la (2) la integral particular 


A 2 
¡E eX75 cos” E (lx -tg5) ds 
o 


y, realizando los cálculos, se encuentran las siguientes soluciones generales 


e Ax 
1 e 2 A 
(1) A e ra 


2 z x E Le 
(2) y=ce +cye tgx+ 5 ( tgx) 


65 - DISMINUCION DEL ORDEN DE UNA ECUACION DIFEREN 
CIAL LINEAL; ECUACIONES DE RICCATI. 


Una ecuación diferencial lineal homogénea de orden n 


n 
pa a yo w 
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forma parte de las ecuaciones del tipo f(x, y, y", .. (1) = 0 cuyo primer 


) 


miembro es una función homogénea de y,y',... y , Para las que, como es 
sabido, puede lograrse la transformación en una ecuación de orden n-1 ,to- 
mando como nueva incógnita — =u  . Sin embargo, en el caso de la (1), es- 
ta transformación presenta en general escasa utilidad pues la ecuación de orden 
n-1 alaquese llega no es lineal . Por ejemplo; la ecuación lineal de 
2% orden 

y" + p(x) y' + q(x) y =0 (2) 
queda transformada en la ecuación de 1% orden no lineal 

a pq =0 0, (3) 
que pertenece a las ecuaciones del tipo 

ur = Au) u + B(x) u+ C(x) (4) 
llamadas ecuaciones de Riccati, las que en general no son integrables e- 


lementalmente. (* Viceversa, dada cualquier ecuación de Riccati (4) , ponien- 


do 
e 20 - (5) 
Ñ , 
2 
ya a Aya 1y2 By 
la (4) se transforma enla - — (—- =z) + —=A c—e 
Ns ay ya taz y AZ y A y 
C , O sea en la ecuación lineal del 2% orden 
A! 
FB) Yo AC y =0 x (6) 


La integral general y dela (6) depende linealmente de dos constantes arbi- 


(*) Lo son en ciertos casos particulares; por ejemplo si C(x)=0 (enelquela (4) esuna ecuación de 
Bernouilli) o también cuando la correspondiente ecuación lineal (6) sea de coeficientes constantes o del ti— 
po de Euler (véase el ej. sucesivo). 
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trarias Cj,Cg; perola u definida por la (5) queda dependiendo solamen- 
€, 

te de la relación == . El problema de la integración de una e- 


e 


cuación lineal homogénea de 2% orden es, entonces, equiva- 


er 
orden de 


lente al de la integración de una ecuación de 1 
Riccati. 

Es de notar que, si de la ecuación de Riccati (4) se conoce una integral parti 
cular ue) se puede por vía elemental determinar la integral general. En e- 
fecto: si en la (4) se pone u= uy +v (donde v es la nueva incógnita) se ob- 
tiene “w +v1=A (a+ 2uy v+ v2>+ B (u, +v) +C o, lo que es lo mismo te- 
niendo en cuenta que la o verifica la (4) , v'=A y? +(2A u+ B)v ,que 
es una ecuación de Bernouilli. 

Naturalmente lo mismo debe valer para una ecuación lineal homogénea de 2% 
orden. Y, en efecto, si de la (2) se conoce una integral particular Joe), po 
niendo y=y¿Z (donde z es la nueva incógnita) se obtiene yy 2" +2 Yo Z+ 
+ yg 2+P (% 2'+yg 2)+9y) 2=0 ,osea, recordando que yg verifica la(2) 
Yo 2" + (299 +PYp)2'=0 , que es una ecuación lineal de 1% orden en la in- 
cógnita u=z' 

Esta última propiedad vale para toda ecuación lineal homogénea de orden  n 
cualquiera: cuando se conoce una integral particular Yo 131 
se la puede transformar en una ecuación lineal homogénea 
de orden n-1 ,Enefecto; sien la (1) se pone y= yy? se obtiene, por 
la fórmula de Leibnitz sobre la derivada de un producto: 

E ES E a ¿07 
k=0 i=0 


O sea 
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n n-i 4 
() n-k (n-k-i) = 
A E 
i=0 k=0 
pero, para ¡=0 la sumatoria interna vale cero, ya que y, verifica la (1) y 
entonces queda 
n m-i 
n-k (n-k-1) i 
AAA OTE 
i=1 k=0 
es decir, una ecuación lineal homogénea de orden n-1 en u=z' , 


Daremos, en los dos ejemplos siguientes, algunas aplicaciones de las cosas a— 


hora dichas. 


66 - Integrar las siguientes ecuaciones de Riccati: 


1) 2 
mM y=*yryrr o; E 
Con la posición y= e - la (1) se transforma en la ecuación lineal 


Z" -22'+Z2=0 que es de coeficientes constantes y tiene por solución general a 


e 
1 
es C7X * ¡se deduce, poniendo 0] =c que la (1) tiene la solu — 


ción 


¿XX 
=-* q 
8 a 


1 
Pl . (1) 


' 
Análogamente, con y= z = se transforma la (2) en una ecuación lineal 
del tipo de Euler, llegándose a 


2x+Cc 


E (2) 


x? +0) 
67 - Integrar las siguientes ecuaciones lineales homogéneas 
de 2% orden: 


a) y"= (14x2y 5 O y"=(1+218%x)y , 
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teniendo en cuenta que la (1) tiene la integral particular e2 y la (2) la inte- 


gral particular 
cos Xx 

Rebajando el orden de la ecuación del modo indicado en el ej. 65 se llega fácil 
mente al resultado que las integrales generales de (1) y (2) son, respectiva — 


mente 


2 E 
o yq f A 
o 


Cc 


(2) y ) 


E 
Ca (sen x + 


cos X 008 x 


68 - USO DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARA EL CALCU 
LO DE INTEGRALES DEFINIDAS. 


En algunos casos resulta de gran utilidad valerse de las ecuaciones diferencia 
les para calcular integrales definidas. Demos dos ejemplos; 


Ejemplo 1?) Se desea calcular la integral 
+02 
la) = f EX cos 2 a x dx ¿ (1) 
0 


Es fácil probar que I(a) es función derivable de «a y que su derivada 


puede obtenerse derivando bajo el signo de integral: 
+00 2 
| xe*' sen2axdx 
0 
Transformando esta última integral con una integración por partes, se obtiene 


+00 2 37+0 
ri) f] sen2ax-:d(e*) [ senzax- e ] = 
0 0 


+0 
-2a [ e cos2 a xdx=-2a1(a) E 
'0 
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por lo que la función I(a) debe verificar la ecuación diferencial I' (a) + 


a 
+2a1(a)=0 .,Se obtiene así I(a)=ce >: , ño quedando más que deter- 
+0 _.2 
minar la constante c ;teniendo en cuenta la (1) sigue 1(0)= In e dx= 


0 


==— ,dedonde c= E Se finalmente, 


+0 2 1 
f ex cos 2axdx= Vx e - 
0 


Ejemplo 2%) Consideremos las dos integrales 


pes HS cos aX 
1a)- f ERA E q 1a)- | o, 
0 1+x o 1+x 


y observemos, ante todo, que, mientras la segunda es una integral de función su 


mable, la primera es solamente una integral impropia ( definida como 


n 
DA AAA ) . Se llega a esto escribiendo la función a integrar en la for— 
n—o J, 
ma O , Observando que el segundo término es sumable en 
x(L+x?) +0 
[ 0, +0] y recordando que j senax dx esuna integral impropia 
0 x 


(ver ej. 46 del Cap. XXV) . 


Suponiendo, por ejemplo, a > 0 se tendrá en consecuencia 


us 9 senax 
1(9)==- Lo, 0) 
0. x(1+x2) 


y es fácil ver que 1(a) admite derivada que puede calcularse derivando bajo 


el signo de integral; se halla así 
E cos ax 
Tr (a)=- ——— di=-3(8) (2) 
0 


Lo mismo vale para J(a) y resulta 
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+% y sona x 
Ja)=- IN E (3) 
0 1+x 


De (2) , (3) sigue que I(a) verifica la ecuación diferencial I"(a) - 


-I(a)=0 por lo que debe ser I(a)= e e” +0 e” . Para determinar 
El 
las constantes + %s observemos que de (1) sigue Pas I(a)= EN 


os 
lo que requiere que ec, +09= NE además de (2) se obtiéne 1' (0) = 


+0 Xx A 
== E. E , de donde, 07 09=-= 3 . Se deduce c,=0, 
0 1+x 
xn Ll -a 
2-7 y, Por ende, I(a)= E e (para a >0) , J(a)=-Il(a)= 


. 
== 5” (para a >0) 
Por último, teniendo en cuenta que I(a) es función impar, J(a) función 


par, se llega a las fórmulas notables 


qe” sia>o0 
Oy son ax +9 cos ax a lal 
f a dx 0 sta =0 ; j dx-= qe 
0 1+x 0 14+x 
a sia <0 


69 - PROBLEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON 
CONDICIONES EN LOS EXTREMOS DEL INTERVALO. 


En "Lecciones" hemos hablado de integrales de ecuaciones individuadas por 
condiciones iniciales . Pero, en las aplicaciones, se presenta a menu- 
do otro problema: el de determinar, en cierto intervalo [ a,b ] , una inte — 
gral de una ecuación diferencial habiendo sido dados los valores que la función 
incógnita o algunas de sus derivadas deben asumir en los extremos del mismo. 

Con mayor generalidad pueden darse, en los puntos a y b , los valores 


de algunas combinaciones lineales prefijadas (con coeficientes constantes) de la 
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función incógnita y de sus derivadas. Se dice, en estos casos, que se tratade un 
problema en los límites; en general el número de las condiciones enlos 
límites es igual al orden n dela ecuación de modo que, escribiendo que la e 
cuación general de la solución dada (dependiente de n constantes arbitrarias 


C1+ Ca), Cp» y Cp) verifica tales condiciones, se obtiene un sistema de n 


ecuaciones con las n incógnitas C¡,C2,... , Cp que, en general, pueden 
suponerse suficientes para individualizar a éstas. Advirtamos, sin embargo que, 
en estos problemas se presenta un número grande de casos de imposibilidad o 
de indeterminación, que tienen también gran importancia aplicativa. 
Daremos aquí y en los sucesivos ejercicios varios ejemplos de tales proble — 
mas, limitándonos al caso de ecuaciones diferenciales lineales. 
Ejemplo 1% Determinar una integral de la ecuación 
y" -y=20e* (0) 
que verifique las condiciones en los extremos y(0)=-1, y(1)= 
=0 
La integral general de la (1) queda expresada por y=cj ES Ca Fix X 
y se tiene así y(0) = tas» y()=c1e+c2 > +e . Las condiciones en 
los extremos requieren entonces que sea c,+c3=-1 , c7€+Ca 2 +e=0; 
de estas dos ecuaciones se obtiene e 1 Ly Cy= 0 por lo que el problema 
planteado tiene una y solamente una solución expresada por y= (x -1) e. 
Ejemplo 2%) Determinar una integral de la ecuación 
y" + 4y=3 c08 x (2) 
que verifique las condiciones en los límites y(0)=0 , y(M= 
EE 


La integral general de la (2) está dada por y = 0, cos 2x +0, sen 2x +C08 X 
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y se tiene entonces y(0)=c3+1 , y(N)=c¡-1 . Debería, entonces, pa= 
ra la integral buscada, ser c+1=0 , cy -1=-“l , 

Este sistema es incompatible y el problema planteado no tiene solución. 

Ejemplo 3%) Determinar una integral de la (2) que verifi - 
que las condiciones en los extremos y'(0)=2 , y'(1n)=2 

Dela y'=-20, sen 2x+2c¿c08 2x -senx sigue y'(0)=2c3 , y(m= 
=2 Cy Por lo que debe ser 2 Cy<=2 ,osea cy=1 , quedando cy delto 
do arbitrario. 


El problema tiene las col 


soluciones expresadas por y = el cos 2Xx + 
+ sen 2x + COS X 

Ejemplo 4%) Determinar una integral de la (2) que verifi- 
que las condiciones en los extremos y(0)=1 , y'(M)=2 

Debe ser c+1=1 , 2cy=2 ,osea, c¡=0 , c=1 . El proble- 
ma tiene una y solamente una solución dada por y= sen 2x+.cos x 

Ejemplo 5%) Determinar una ihtegral de la ecuación 

y" + y!= -2 008 x y (3) 

que verifique las condiciones en los límites y(0)=a , y(21)= 
=P , y'(0=1 . 


La integral general de la (3) es Y = Cy +C9C0SX +Cg Senx+xXCOSX ¡se 


deduce y!= -Cz Sen Xx + Cg COSX+C08X -XSenxX . 
Las condiciones en los extremos requieren que sea C3+0o=a , Cy+Co+ 
+21 = ec, +1=1 E 
n=p, 3 


Por lo tanto si B fa +21 el problema no tiene solución; en cambio si 
é = a+2x , tiene infinitas soluciones en correspondencia con CF 9 7Cj, 


, es decir, de la fórmula y=cj (1 -cosx)+(x+a)cosx . 
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70 - Dada la ecuación diferencial 
yu y 10), m 
estudiar bajo qué condiciones ésta admite una integral pe - 
riódica de período 21 
Evidentemente una primer condición necesaria es que f(x) sea periódica, con 
2 1 como período, Supuesta verificada esta condición, una eventual integral pe 
riódica de la (1) es obviamente tal de tenerse y(0)=y(21) , y'(0)=y'(21); 
viceversa, si existe una integral que verifique estas condiciones en los extre - 
mos seve inmediatamente (recordando el teorema de existencia y unicidad re— 
lativo al problema de Cauchy”) ) que tal integral es periódica, con período 2x. 
La cuestión ha quedado entonces reducida a buscar si, supuesta la f(x) 
periódica, con 2x1 como período, existe una integral de la 
(1) que verifique las condiciones en los extremos 
y(0) = y(21t) » y0)=y'(2x) , (2) 
Comencemos suponiendo 2140 ;.entalcaso la integral general de la (1) 
queda dada por 


x 
y = cy cos ras ogoen axe E / sen A(x-E)f(5E)dgÉ . (3) 
0 


Imponiendo que se verifiquen las (2) se encuentra el siguiente sistema para 


las dos constantes Cj , Ca 


281 
cy (1-cos 21HA )-cysen 2nA -+ / send(2x-E)f(E8)dg , 
o 
(4) 
21 
0, Asen 214 +0Jq(L-cos 21 ) = j cos A(2x -5)£(E) de 
o 


(*) Ver “Lecciones”, Cap. XXIX, n. 3 . 
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El determinante de los coeficientes vale  2A(1-cos2x Ak as A sen? 21h = 
=41senna y entonces, si A no es entero, el problema ad — 
mite una y solamente una solución que, resolviendo el sistema (4) 


y sustituyendo en (3) , se llega a que queda expresada por la fórmula 


1 x 21 
| p cos ar | cos a 


(5) 
Si, en cambio, A es un entero (no nulo), poniendo A=n (con n 2 0) 


los primeros miembros de las (4) son idénticamente nulos y entonces el siste— 
ma es compatible si y sólo si son iguales a cero también los segundos miem — 


bros, vale decir si 


2x1 2x 
f f(E)senngó de = / f(E)cosng dE =0 , (6) 
'0 0 


quedando, en este caso, del todo arbitrarios los valores de c, , €, .Enton — 


LA 
ces, si A esunentero no nulo (A=n) el problema no tiene soluciones si 


el término independiente f(x) no verifica la (6) ; si, en cambio, las (6) se 


verifican, el problema tiene co? soluciones dadas por 
1 x 
y=0,cosnx+0ysenmxs + | senn(x-E)f(6)d5 , (7) 
0 
(o sea, toda solución de la (1) es periódica, con 2K como período). 


Queda ahora por estudiar el caso A=0 . En ese caso la integral de la (1) 


queda dada por 
x 
y=0,+c7Xx+ / (-5)f5)d5 , 
0 


e, imponiendo las (2) se encuentra el sistema 
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2x 
0,=0,+21c,+ J (Qxa-5)f(5)d5 , 
'0 


25 
Cy=09+ f £(5) ds 
o 


que, evidentemente, es compatible si y sólo si 


21 
l MEE =0 , (8) 
0 
21 
teniendo en tal caso las w»* soluciones CA (21 -E)f(E)dE = 
0 
y far 
=[ por (8]= 37 [ EN5)d8 —, 0, arbitrario, Entonces, si A =0, 
'0 


el problema no tiene soluciones si el término independiente f(x) no verifica la 
UL 
(8) ; si, en cambio, la (8) se verifica, el problema tiene «w soluciones da—= 


das por 


2n x 
y=0+ HH [ 5L(E) de + f -E)ME)AE . (9) 
'0 0 


71 - Determinar, en el intervalo [ a,b] una integral de la 
ecuación y"=f(x) que verifique las condiciones en los ex — 
tremos y(a)=a , y()=B 
La integral general de la ecuación propuesta está dada por 
x 
y=0+C09X+ f «-58)1£(8)dÉ (a) 


S imponiendo las condiciones en los extremos se llega al sistema 
b 

c¡+0ga=a  , cy+cgb+ f (b -E)f(E) ds =P 
a 


que admite siempre una y solamente una solución, Calculándola y sustituyendo 
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en (1) se encuentra 


b 
_ba-a b-5 pas 
<a +) EE coar| - 


x 
a (< -5)£(E)dg 
a 


Observamos que, asociando oportunamente los términos fuera del signo de in- 
b x b 
tegral, y escribiendo j e f OS f +... , la precedente expre- 
a a 53 
sión de la solución y puede modificarse como sigue 
x 
(5-a)(b-x) (x-a)(b-E) 
palpa J LEDO suas Si as 
a es 


Por lo tanto, si se introduce la función G(x,E) así definida: 


LEO vara ax, 


G(x, 5) 
_ E -86 -5) 
b-a 


se obtiene la expresión 


E E a f d b) (3 
A Eros k (,5E)f(E)dg8 , (para a<x<b) (3) 


La (3) se descompone en dos partes: la primera 


(4) 


verifica las condiciones y" = » y(a)=a , y() =p (ecuación homogé - 


nea, condiciones en los límites no homogénea); la segunda 


b 
[ G(x,58)£(8)dÉ (5) 
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verifica las condiciones y"=f(x) ,  y(Q)=0 , y(b)=0 (ecuación noho 
mogénea, condiciones en los extremos homogénea). La función G(x,E ) defi - 
nida por (2) se denomina función de 

Green del problema considerado. 


La misma puede ser caracterizada del 


rx 


siguiente modo, como dejamos para el 
lector demostrar. La G(x,E ) como 


os 
función de x (es decir para E fijo) A 


es una solución de la ecuación homogé - SOS: 


pa 


nea y"=0 ,contimuaen [a,b] mu 

la para x=a ypara x=b ,conde- Fig. 98 

rivada primera continua salvo en el punto E donde presenta una discontinui - 

dad de 1% especie con salto igual 2 1 (ver fig. 98, donde se ha trazado el grá- 

fico de la G(x,E) y su obvia construcción geométrica) 

72- LA FUNCION DE GREEN DE UN PROBLEMA EN LOS LI— 
MITES. 

En muchos otros problemas en los límites para ecuaciones lineales no homo - 
géneas se llega, como en el ej. precedente, a obtener para la solución una ex - 
presión del tipo (3) y definir una función de Green G(x, E) dei problema con 
ciertas propiedades características que varían de caso en caso; queda siempre , 
sin embargo, el hecho que G(x,E ) , como función de x ,.es solución de la 
ecuación homogénea asociada a la dada y verifica las condiciones en los extre — 
mos de naturaleza homogénea. 

Por ejemplo, si se retoma el problema del ej. 70 y se considera el caso en 


que el mismo tiene una y solo una solución ( A no entero), la (5) del ej. ci - 
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tado puede escribirse 


21 
z _sosa(s-|x-8l) 
so0= || OS 


Es fácil verificar que esta G(x,E) , como función de x , verifica la e- 
cuación homogénea y"+ AS y=0 , es continua en [ 0,21 ] , satisface 
las condiciones en los límites G(0,5)=G(2X,E) , G¿(0,5)=G(2,E) : 
además, su derivada primera G,(x,E) es continua en [0,21] salvo en 
el punto E donde presenta una discontinuidad de 1* especie con salto igual a 
1. Viceversa, es la única función que goza de esa propiedad. 

En este ejemplo, y en el del ej. precedente, se verifica por otra parte la no- 
table circunstancia que la función de Green es simétrica Les decir, re- 
sulta G(x,E)=G(E,x) 7; pero este hecho no se verifica en general, 


Damos otros ejemplos en los cuatro ejercicios siguientes 


73 - Estudiar el siguiente problema general en los límites: 
y"+P)y'+a(mx)y=fx)  ;  y()=a , y()=p (1) 
Llamando y¡(x) , ya(x) a dos integrales linealmente independientes de la e 
cuación homogénea 
y" + p(x) y! + q(x) y =0 (2) 
e introducido el núcleo resolvente 
Y(5) —yY2(5Y| [y (E)  y2(B) 
Ka,58)= : (3) 
Y) y20) | [yi(5)  y2(8) 
la integral general de la (1) se escribe 
x 


yO) =0, y, (0) +0, y, (0 + f K6x,5 )£(8) d5 


a 
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e imponiendo las condiciones en los límites se encuentra para cz, cg un sis- 
tema de dos ecuaciones lineales cuyo determinante de los coeficientes es 
Y (2) ya (a) y1(a) y2(a) 
= K(b, a) 
140 y0) 1) ya) 

Por lo tanto la condición necesaria y suficiente para que el 
problema planteado tenga una y sólo una solución es que se 
a 

K (b,a) 2 0 . (4) 

De ahora en adelante supondremos5 verificada la (4) 

Para realizar el cálculo de la solución del modo más rápido, conviene ante to 
do calcular las dos integrales particulares A(x), B(x) de la ecuación homo - 
génea (2) que verifican las condiciones en los límites 

A(a)=1 , A(b)=0 ;  B(a)=0 , B(b)=1 , (5) 

Se ve de inmediato que, en virtud de (4) , ellas quedan unívocamente deter - 

minadas y dadas por las fórmulas 
y 6) Ya (X) y (a) Ya (2) 


A) ; ; (6) 
y (>) Ya (b) y, (0) Ya (b) 


y, (4) ya (2) y (2) ya (a) 
B(x)= : ; 
y (X) Ya (Xx) y1 (0) Ya (b) 
además queda en evidencia que A(x) , B(x) son linealmente independientes , 
de modo que la integral de la (2) puede escribirse CS A(x) + % B(x) 


Conviene ahora escribir la integral general de la (1) bajo la forma sugerida 


por el método de variación de las constantes arbitrarias, vale decir, 
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y=[c+u9] A09+[c2+v0) ] 509, (mM 
con u(x) , v(x) determinadas por el sistema 
A(x) u'(x) + B(x) v'x)=0 —, AY) u'(x) + B!(x) v'(x) = £(x) 


Indicando con W(x) al wronskiano de A(x) , B(x) ,.esdecir, poniendo 


A(x) Bb) 
We)= 3 (8) 
At) Bt(x) 
se obtiene 
B(x) A() 
A E ñ (1) = ——= £ 
ut (x) We) (x) v x) We) (x) 


Es oportuno asumir 


Dal) 


u09 == $7 25 gas, veo Hirmas o, 
a W(E) . W(5) 


por lo que, sustituyendo en (7) se obtiene 


X A09B(5) D A(5)B(x) 
NT AT -f —=—— (8) 049) 
z E /. W(5) MATE] 


De ésta sigue, teniendo presente las (5) , y(a)=0j , y(b)=0z ;sede- 
be, entonces, tomar cy=a  , cy=P yde aquí, introduciendo la función 


de Green 
q A(x) B(5) 
W(5) 
G(x,E ) (10) 
_A(5)Bx) 


.- —— ara x<8 <b . 
W(5) Ea Ss 


para a< E <x S 


se obtiene para la solución del problema la fórmula 
b 
y)= aA(e)+ PB) + / G(x,E )f(8)dE5 E (11) 


a 


Como caso particular vuelven a obtenerse los resultados del ej. 71 (en que 
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b- x-a 
A + BO» We) ). 


b-a 

El lector verificará que la (10), como función de x , satisface la (2), es 
continua en [ a,b] , nula enlos puntos a y b , y tiene la derivada pri- 
mera discontinua en el punto E con salto =1 

Sin embargo, en general, la G(x,E) noes simétrica; condición necesaria y 
suficiente para que esto suceda es, obviamente, que sea W(x)=W(B) ,ose- 
a, que el wronskiano sea constante; recordando la fórmula de Liouville, tal con 


dición es equivalente a esta otra; que en la (1) el coeficiente p(x)se 


a idénticamente nulo (así como sucedía en el caso del ej.71). 


74 - Determinar una integral de la ecuación y"+ A y = 10) + 
que verifique las condiciones en los extremos y(a)= a, y(b)= 
Es un caso particular del ej. precedente. El problema tiene una y solamente 
una solución si sen A(b-a)40 , osea, si A noes un múltiplo de ES 
-a 

Tal solución está dada por 


sen 2 (b-x) A pan A(x -a) A 


IES sen 2 (b-a) sen A(b - a) 


b 
f G(x, 58 )£(58) de , 
a 


con la función de Green definida por 


-_SsenA(6-a)sen A (b-x) para a<E<x 


A sen A (b - a) E 
G(x,E) 
sen A (x -a)sen A(b-$) 
S Asen A (b -a) Z 


Para el caso excluido, ver ej. 78. 
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75 - Estudiar el problema general en los límites 
YU +P() y'+0()y=f(x) 3 yMa)=a , yb)=B 
Sígase un procedimiento análogo al del ej. 73 . 
La condición para que el problema tenga una y solamente una solución es 
y (a) y¿ (a) Lo 
y¡ (>) ya (b) 
En ese caso, introducidas las dos integrales SS) p B,(x) , que verifican 
las condiciones en los límites A (a)=1 ; Al (b)=0 ; Bj(a)=0 5 B| (0)= 


= 1 se encuentra que la solución queda expresada por 
b 
y()= 2A, (x)+ PB, ()+ / G,(,5)fB)dÉ , 


habiendo puesto 
Aj6%) By (5) 
W (5) 
G1(x,5) 


A B 
A SN 
W 5) 


donde W, (x) es el wronskiano de A) , B,/(0) 7 
¿Cuáles son en este caso las propiedades características de la función de Green 
G¡(Xx, E)? y cuándo es simétrica? 
Considérese el caso particular en el que la ecuación diferencial (1) es y" + 


+ A y =f(x) (véase también, para este ejemplo, el ej. 79). 


716 - Determinar una integral de la ecuación y")=f(x) que ve 
rifique las condiciones en los extremos  y(0) = %o > y'(0)= 9, 


yW)= Po. ym= Pp. 


La integral general de la ecuación dada es 
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x E 3 
yo =0y repre cata ojnto | EE 5) as (1) 
0 


e, imponiendo las condiciones en los extremos se obtiene el siguiente sistema 


con lg , Cy , Ca, Cg como incógnitas 
97 % 
0= Ay 


yl 
0) +0 +0y+0gt + / A -5) (8) d6 = Bo 
'0 


1 
1 2 
0, +20,+30,+ f, (1-5 £(E)d5 = Py 
Resolviendo y sustituyendo en (1) se obtiene: 

yO) = 0(1+2x)(1=2)%+ ay xxs ppal 0-2x)- px” 0=x) + 

1 

+ J Gt, 5)£(E)d8 
0 


donde la función de Green G(x,E) está así definida; 


E 2 2 
75 (1-x) (E -3x+2xE) , para 0<8 <x, 


G(,E) 


" 


Ex 5) 35 +2x8) , Para x<E <1 


Se puede verificar que la G(x,E ) , como función de x verifica en 


E 0,1] la ecuación homogénea y0Y) =0 y las condiciones en los límites ho- 
mogéneas G(0,E)=G,(0,5) = G(1,E)=G,(1,E)=/0 . Se trata de una fun— 
ción continua junto con sus derivadas primera y segunda, mientras que la deri- 

vada tercera es discontinua en el punto E  ,consalto =1 . Obsérvese, por 


último, su carácter de simétrica. 
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77 - PROBLEMAS EN LOS LIMI¿¡TES HOMOGENEOS;AUTOVA - 
LORES Y AUTOSOLUCIONES. 


Un problema en los límites, del tipo considerado en los ej. 69, ..., 76,se de 
nomina homogéneo cuando la ecuación diferencial lineal considerada es ho 
mogénea y cuando las condiciones en los límites exigen, en los extremos del 
intervalo, valores nulos alas combinaciones lineales que se consideren 
de la incógnita y de sus derivadas. Un problema como el mencionado tiene siem 
pre, evidentemente, la solución y=0 , y, en general, no tiene otras; en ca— 
sos particulares puede, sin embargo, suceder que existan otras soluciones no i+ 
dénticamente nulas, las que toman el nombre de autosoluciones. 

A menudo se presenta en las aplicaciones este hecho: en la ecuación diferen- 
cial (homogénea) o en las condiciones en los límites (homogéneas) interviene un 
parámetro indeterminado A . Sucede entonces, en general, que para valores 
genéricos de este parámetro el problema (homogéneo) tiene solamente la solu — 
ción banal y=0 ;se tendrán, en cambio, autosoluciones solamente cuando; 
asume ciertos valores partieulares que se denominan autovalores del pa= 


rámetro A enel problema considerado. 


Retomemos, por ejemplo, en consideración el problema del ej. 70 y suponga= 
mos que sea f(x)=0 . Propongámonos entonces determinar una solución de la 
scuación homogénea y" + Mn y=0 que verifique las condiciones en los extre= 
mos (homogéneas) y(0)=y(21%) , y'(0)=y'2X) . Dela discusión hecha en 
tal ejercicio resulta inmediatamente que, si A noes un entero, la única so = 
luciónes y=0 ¡si A esunenterono nulo (A=n%X0) existen las o? so 
luciones y=c¡cosnx+czsennx ¿si A=0 existen las w* solucio - 
. Entonces el problema considerado admite los infinitos autovalo- 


nes y=C, 
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res A=0 , 1, 12, 23 ,.... ¡alautovalor A=0 lecorres 


1 


ponden las 0” autosoluciones y=cj (con cy A0 );a cada uno de los o- 


tros (A=n%X0) le corresponden las 00? autosoluciones Cc] cosnx + 
+ e sen nx (con cy , Cy no simultáneamente nulas). 

Observemos que, en todo problema en los límites homogéneo, a cada autova - 
lor le corresponden siempre infinitas autosoluciones porque, si y(x) es 
una de esas, lo será también c y(x) (con c constante arbitraria no nula); si 
Y1(X) , yo(x) son dos autosoluciones también lo serán las infinitas funciones 
01 Y] (X) +02 Y2 (Xx) (con cy , Ca constantes arbitrarias no simultáneamen- 
te nulas); etc., etc... . Teniendo esto en cuenta, se suelen mencionar, 
para cada autovalor, solamente las autosoluciones que son 
linealmente independientes entre sí, De esta manera, en el ejem — 
plo precedente, se dirá que al autovalor A =0 le corresponde la única auto— 
solución y=1  (yel autovalor se considerará de rango 1); que al autova — 
lor A=n%0 le corresponden las dos autosoluciones cos E , Sennx (y 
el autovalor se considerará de rango 2). 

Como otro ejemplo retomemos el problema del ej. 74 suponiendo f(x)=0 , 
a=(fP =0 , Buscaremos, entonces, una solución del problema homogéneo 
y"+ A2y=0 , y(a)=0 , y(b)=0 .Si A%ZO0 laintegral general de la 


ecuación dada es y= e, cos Ax+ ey sen Ax y las condiciones en los extre- 


mos requieren que sea 
c, cos La+casenda=0 , c¡cosAb+casenAb=0 (1) 


El determinante de los coeficientes de este sistema es sen A(b-a) yde a— 


quí que, si A noes múltiplo de = el sistema (1) tendrá la única solu- 
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0 ;se tiene, entonces, y=0 yel problema carece de auto — 
xr 


ción c,= 


soluciones (cfr. ej. 74) . En cambio, si A=n (con n enterono nu- 


b-a 
lo) la segunda de las (1) es consecuencia de la primera, y entonces el sistema 


C9=C Cos 2RZ (con 
cd b-a 


(1) tiene las infinitas soluciones cy = -c sen pu 


c constante arbitraria) y se obtiene y=c sen Es así como 


nr 
b-a 
(con n=t1,%2,... )de rango 1 y el autovalor correspon — 


diente a A = EA es sen LD . Quedaría todavía por consi = 


nuestro problema tiene los infinitos autovalores A = 


derar el caso A =0 ;pero el lector verá inmediatamente que A =0 noes 

autovalor. 

Notemos por último que la consideración de los autovalores y de las autosolucio- 

nes tiene gran importancia también en el estudio de los problemas no homogéne- 

os. Se habrá notado que el estudio de un problema en los límites equivale al de 

un cierto sistema de ecuaciones algebraicas y lineales en las constantes Ci» Co, 
.., de la que depende la integral general de la ecuación considerada; tal e — 


cuación es o no homogénea según que sea o no homogéneo el problema que se es- 


19 grado se le aso- 


tudia. Sabemos que, si a un sistema (S) de ecuaciones de 
cia el correspondiente sistema homogéneo (Sp) , dos casos son posibles: 1) o 
(Sp) carece de autosoluciones y, por ende, (S) es compatible cualesquiera 
sean los términos independientes; 2) o (Sp) tiene autosoluciones, y entonces 
(S) es compatible solamente si los términos independientes verifican oportunas 
condiciones. Sigue obviamente que, planteado un problema en los límites (P) 

no homogéneo que dependa de un parámetro A , si se considera el correspon- 


diente problema homogéneo (Po) , dos casos son posibles: 1)o A noes au 


tovalor de (Pg) y.entonces (P) tiene soluciones cualesquiera sean los tér — 
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minos independientes f(x) de la ecuación diferencial y los valores en los ex- 

tremos; 230 A es autovalor de (Pp) yentonces (P) tiene soluciones so- 

lamente si f(x) y los valores en los extremos verifican ciertas condiciones. 
Como ejemplo puede verse el ej. 70 . Otros ejemplos los constituyen los cua- 


tro ejercicios siguientes. 


78 - Retómese el problema del ejercicio 74 y estúdiese el 
caso (en él excluido) en que A = ER con n entero no nu— 
lo 

Se trata entonces de estudiar un problema no homogéneo en el caso en que A 
es autovalor del correspondiente problema homogéneo. 


Se tiene el sistema 


na 
e] cos 
b 


b-a n 


b E 
nab nrb b-a na (b-5) 3 
A ie Ñ ar £(E)dÉ =P,- 


el que, teniendo en cuenta que 


c]cos ELA a ar “22, PEZ 
1 pos al ) | 0j cos b-a+ 2 8n 3 , 


es compatible sólo si 


nx 


b- b E 
(a J sen EE =B 
a 


o sea si 


b 
A [<-78]. 


E b-a 


yyy 
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Si ésta queda satisfecha, el sistema precedente tiene las infinitas soluciones 


nra nga 
c2= asen 7 +0 cos ¿con € 


OO nra a 
a bag b b-a 


constante arbitraria; entonces nuestro problema tiene las Wl soluciones 


y nx (x-a) nxa(x-a) b-a f(* ns (x-E) 
e a sen—p=3 HME)dE . 


79 - Determinar los autovalores y las autosoluciones del 
problema homogéneo 
yu+ My 0 , yMa)=0 $ yo) 0, 5) 
Obténganse además las condiciones de compatibilidad del 
problema no homogéneo. 
ye Al y = 10) . y'(a)=a z y'0) =p 10) 


cuando A es uno de los atuttovalores antes determinados. 


. nx 
Se encontrará que son autovalóres los números ba (con n=0 , 


ss 


) , todos de rango 1 . La autosolución correspondiente a A E 


es . 
Respecto del problema (2) , en el caso que sea A = E , Se encuentra 

que el mismo es compatible solamente si 

» nr (E-a) n 

/ cos — a MB)dE = (Dra, 

a 

teniendo en ese caso las w? soluciones 
E nx (x-a) nx(x-a) b-a (% nn 

y= ba asno e an ES E E sn ag) de, 


(si nf0) , 
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x 
pe axsos | -5)1(58)d5 , (si n=0) , 
a 
donde Cc indica una constante arbitraria. 


80 - Estudiar el siguiente problema en los límites 
y"-2.2y1+2 Ay=f%x) 5 y(0)=a , ya)=p Ad) 
Supondremos A Z0 yaqueelcaso 2A=0 ha sido ya considerado en el ej 
TU 
Considerado el problema homogéneo asociado aldado se encuentra que los au=- 
tovalores estándadospor A=nx (con n entero no nulo) ; cada uo es de 
rango 1 yla autosolución correspondiente es NOA senn xXx 
Por lo tanto, si A fnx elproblema (1) tiene una y solamente una solu= 


ción que queda expresada por 


Ls sen dti=x), q 8 7 Mi-sen Ax 


di 
rr — EE + 00510500 


con la función de Green  G(x,É) definida como sigue 


e AMx-E), sen 20 sente para 0<E<x 
G(x,E ) 


q E) sen A(1-E) senAx 


Asen A PA 


En cambio, si A=nx  ,elproblema (1) tiene soluciones solamente si 


queda verificada la 
Sa nx nx 
/ e 5 sennx5 £(5)d5 =nm [a a- (1 e e] ; 
0 


bi esto sucede, habrá o soluciones dadas por 
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x 
y= a cos amare” A sennnx+ ] SE snnm(x-5)£5)8, 
0 


con c constante arbitraria 


81 - Estudiar el siguiente problema homogéneo en los extre- 
mos 
YUE= AQUEL y 00 y y(0)=0 , y'0)=0 , y(n)=0 


La integral general de la ecuación considerada es 
Ax 
y=0,€e%” +07 008 x + cg senx 
e, imponiendo las condiciones en los extremos, se encuentra que debe ser 
e¡+e9=0 w e¡A +c3=0 , c¡e -=c9=0 . 


Se deduce fácilmente que el problema tiene los autovalores complejos 
A= (2n+ 1)i , con n entero. Cada uno de ellos es de rango 1 con la auto- 
solución compleja 


cos (2n +1) x - cos x +1 [ sen (2n + 1) x - (2n + 1) senx ] 


82 - ECUACION DIFERENCIAL DE D'ALEMBERT. 
Es una ecuación diferencial del tipo 
JEXQ0)+ YO (1) 
con «Pp y Y funciones conocidas de solamente la variable y! . Tomando 
los diferenciales de los dos miembros sigue y'dx = Q(y') dx +x qu) dy'+ 
y! (51) dy! , osea 


E A EE o 
Y y-90) y 80) 
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que es lineal respecto de la función incógnita x=x (y') . Integrando la “(2) se 
logra expresar x en función de y' , tras loque, sustituyendo en la (1) ,se 
obtiene también y enfunción de y! . La integral general de la (1) queda 
representada entonces por dos ecuaciones paramétricas, con y! como pará — 
metro. 

En la (2) se ha supuesto «p(y')* y! ; enel caso excepcional (y')= y! ,la 
ecuación (1) se reduce a la conocida ecuación diferencial de Clairaut, ya estu= 


diada en "Lecciones", Cap. XXIX, n% 7. 


83 - Integrar la ecuación y=2xy' -y? 
Procediendo como en el ej. 82 se obtiene y! dx = 2 y! dx + 2(x - y") dy' ,que 


por el momento admite la solución evidente y!=0 Ly de aquí, para la ecua — 


5 2 
ción dada, y=0 _/ .Se tiene, después, nas ye +2 ,quees lineal 
en x=x(y') . La integral general de esta ecuación se encuentra con un proce- 


dimiento conocido yes x= EE yi+ == ; sustituyendo en la ecuación dada se 
3 y' 


- y? + = . Se llega así a la solución general x= 2 y' > 


3 


obtiene y= 3" 
y= + y? + o , O también, (eliminando el parámetro y') 3x2 y -12cx” = 
dy + 180xy-902=0 . 


En esta ecuación está incluida (para c=0 )la integral y=0 


84 - Integrar la ecuación diferencial y= E y? 
Conel procedimiento del ej. 82 se encontrará la integral general x= 2y'+ 


> y? y las otras dos integrales y= pb 


85 - Integrar las siguientes ecuaciones de Clairaut: 
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A dl A A 
(E 5 E 
Para la (1) se obtiene la integral general y=cx -e% yla integral singu - 
lar y=x(logx-1) . Para la (2) se encuentra y=cx+ 5 como general 


mientras que, como singular, y -4x A 


86 - SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES. 
La teoría desarrollada en "Lecciones", Cap, XXIX, a 10, 11, 12, 13, 14, y 
15 enel caso de una ecuación diferencial lineal de orden n se extiende fá- 
cilmente a los sistemas de tales ecuaciones, supuestos de forma normal. Sabe- 
mos que no es restrictivo limitarse al caso que las ecuaciones de un tal sistema 
sean todas del primer orden; nos referiremos, por eso, a sistemas del tipo 


Dn 


dy 
a? 2 Y 0 A O PEO a) 


con las n funciones incógnitas Yi» Ya» >> Yn de la variable x ;los co- 
eficientes Ane) y los términos independientes £y 00 son funciones conti — 
nuas en un intervalo dado 1 deleje x .Elsistema (1) se denomina homo 
géneo si todos los términos independientes fy (0) son idénticamente nulos ; 
no homogéneo en el caso contrario. A cada sistema no homogéneo (1) le a 


sociamos el correspondiente sistema homogéneo 


dy; 
My aio 0 A da. (2) 
k=1 


Una solución ouna integral del sistema (1) Lo (27 está constitui- 


e. 
da por una n-pla [ 10,39%), ---, y 0) ] o de funciones derivables que 


(*) En general escribimos simplemente (y ,Y2» ===» Yp) + 
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verifiquen todas las ecuaciones (1) o (2) 7. Expondremos ahora la teoría de 
los sistemas (1) L o (2) AA sin dar las respectivas demostraciones que el lec- 
tor podrá con facilidad desarrollar por sí mismo imitando las ya conocidas, re- 


lativas al caso de una sola ecuación lineal de orden n 


Sistemas homogéneos. Considerado el sistema (2), sean 


Da 1, 2) (2 2, 
A (1) (2 2 a. 


cod), (015,2 > ++» dh E ap 


O La 
6) 


n- integrales del mismo. Llámase wronskiano de tales soluciones al si — 


guiente determinante 


(1) (2) (1) 
Y EOS y 


yo 1) y aaa 
W(x) = (4) 


donde figuran, en las sucesivas columnas, las integrales (3) . Para tal wrons- 

kiano vale la fórmula de Liouville:; 
2 
Jtsxtoraatos..-0.,, codes 

We) = Wet) e “o (5) 

Se dice que las n integrales (3) forman un sistema fundamental 

de integrales cuando su wronskiano W(x) noes idénticamente nulo en el 

intervalo considerado 1 (vale decir, según la (5) , cuando no se anula en nin- 

gún punto de 1 ). Se demuestra que el ser W(x)20 es condición ne 

cesaria y suficiente para que las n ¡integrales sean li - 


nealmente independientes y además que, si las n integra- 
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les (3) del sistema homogéneo (2) forman un sistema funda- 
mental (o sea son linealmente independientes), la integral 


general de tal sistema (2) queda dada por 


y =P er, 
A +0 750 , 

(6» 
Y =P +07 e. +0 , 


donde 


Car...» 0, Son constantes arbitrarias. 

Es después obvio cómo de (6) se puede deducir, de un único modo, la inte — 
gral o Ya + ) que verifica condiciones iniciales prefijadas y, (Xp) 
FM, Ya (p)=Uy +, +.» » Y %p)=U, . La dificultad esencial de la re; 
solución de un sistema homogéneo consiste, entonces, en la determinación de y 


integrales particulares que formen un sistema fundamental, 


Sistemas no. homogéneos * Consideremos ahora el sistema no homo- 
géneo (1) y supongamos haber ya logrado determinar la integral general (6) del 
sistema homogéneo correspondiente (2) . Bastará en este caso llegar a cons — 
0) 

.» 


truir una integral particular O S y 5 yo ) del sistema no homogé—= 


neo (1) para obtener con 


10) 


a. 60) 4 y ¿ 


n= 0 +0 +. +09 
y = 0138) +03 yb) +... +09 3 +y4) : 


% =D +07 + E +0. 30 + y (0) 
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la integral general del mismo sistema (1) . Tal integral particular puede: siem 
pre ser construida con un método que extiende el del núcleo resolvente que ha — 


bíamos visto en el caso de una ecuación lineal de orden n . Precisamente se 


tiene 
, 


x x 
0, 1 2 
Y 'e- [| ea MA 
1 2 


x 
+ Í Des 1, (5) 08, 
n 


Xx x 
q90- f $ 5) 1.5) de +f IS 05 ME) dE +... + 
2 


E 
+] do 5 (5), 
o 


x x 
qe f] Des) 1, (5)d8 +f MD E LEIA... + 
1 2 


x 
»/ LE JEJE , 
X 
n 
donde Xx, X2» +». , Xy Son puntos arbitrariamente fijados en el intervalo 1 y 
se ha indicado con 
ASS A TN 


la integral general del sistema homogéneo (2) que queda individualizada por las 


condiciones iniciales 
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=0 si hir 
(5) 
k. (5,58) 
=1 si h=r 


Se tiene, entonces, para el sistema (1) una matriz resolvente 


2) 
De) Ve inn E) 
E) DALE) ccoo 4D 6,5) 
4D o,E) e. Des) 


cuyos elementos 
mula 

a 

1 

o Aa a A 
eE | De o o de Di E) (m 
An Ana a Aa o 


Po Ae we 


Sistemas homogéneos de coeficientes constantes. Si el siste- 
ma homogénee (2) es de coeficientes constantes, es decir, del tipo 


dYh a 
+ 
dx 


0 mL 0) 6) 


es fácil construir un sistema fundamental de n integrales. 


Tratemos de satisfacer las (8) con funciones (no todas idénticamente nulas ) 
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del tipo y; =Cj ro =1, 2, ..., nm) donde Cy ,Ca,..., Cy, Y A son 
h” “h 192 n 


constantes a determinarse. Sustituyendo en (8) se obtiene 


2.2 hk Ck = 0 2 (h=1, 2, ..., nm) (9) 
1 


es decir, (considerando por un instante «a como conocido) un sistema de n 


ecuaciones lineales y homogéneas en las n incógnitas +25 +».»*» Cp 
Como es necesario que 1» Cg»r +*»» Cy o sean todas nulas, debe ser i— 
gual a cero el determinante de los coeficientes de (9) ; escribiendo esto se ob — 


tiene 


ALU 212 E Lt 
a a,,+a a, 
22 ONO 2n 
3 =0, (10) 
ani an2 pde nn +9 


osea que a debe necesariamente ser raíz de esta ecuación algebraica de gra 
do n , que toma el nombre de ecuación característica relativa al 
sistema (8) . Indiquemos con a 1+ %g» ---+» 4, las raíces de la (10) y 
con y, Hg» --» H, Sus respecuvas multiplicidades (será 1<r<n , 
+ A n) . En correspondencia con cualquiera de estas raíces 
a; , el determinante es nulo y la característica de la correspondiente matriz 
tendrá un valor menor que n , que indicaremos con n- Pi (será 1< p< 
< n) ¡expresaremos esto diciendo que la raíz a tiene ran 


go p¡ -. Siempre en correspondencia a la raíz considerada a; , el sistema 


(9) admite entonces p¡ autosoluciones linealmente independientes el A 
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c49 ad cb-5), » (8=1, 2, ..., Pi) y, en consecuencia, se obtienen 


para el sistema (8) las siguientes P¡ integrales 
Ñ á 4 Xx a 
(0d+ 8) ¿ax de e E sc epa E a 


Repitiendo el cálculo para cada una de las raíces a o 2.) Ap 5e 


obtienen en total p,+p,+...+p,_ integrales linealmente independientes del 
10 URa E 


Y 
sistema (8) . 

Con esto no se logra, en general, determinar las n integrales necesarias 
pues se puede demostrar que el rango p¡ de una raíz ¿ho supera la mul- 
tiplicidad Pi de ésta (pudiendo muy bien ser menor) con lo que, si (para al- 


gún i )resulta .<H. será ciertamente Pp +Pa +0. +P <py+ 
+ gto + pp=n o. 

Si todas las raíces de la (10) son simples, es obvio que este caso no puede 
presentarse (pues de PT 1 sigue p¡=1 )y entonces la cuestión queda re- 
suelta, Lo mismo sucede cuando, más en general,  p, Bi e 


En el caso contrario quedan, en cambio, por determinar otras Bi 7Pi in - 


tegrales en correspondencia con cada raíz a, que tenga una multiplicidad Bi 
mayor que el rango P¡ - Digamos, sin entrar en particulares, que estas otras 


integrales se pueden, en cada caso, determinar con fáciles tentativas 


i 


buscando soluciones del tipo 


(1) aX 


A =P e (M2 y a) 


donde los 2 (x) son polinomios de grado no superior a Ei 


Si el sistema (8) es de coeficientes reales y la ecuación característica 
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kiene raíces complejas, el sistema fundámental de integrales a que se llega con 
el procedimiento precedente puede siempre sustituirse por otro formado sola — 
mente por integrales reales. Basta sustituir cada par de integrales o » Jos -* 


«3» (+ To» ---» %) “onjugalas entre sí, por este otro par 


Y1+%A 2*% A 4 2% Ya 7 
A: TIRA 


( 


Sistemas no homogéneos de coeficientes constantes, A lo 
que ya se ha dicho sobre los sistemas no homogéneos en general, queda sólo a= 


gregar que la fórmula (7) puede sustituirse con esta otra más simple 


O) AO RA yO (o) 
RO) O nia 2,0 
dd) | es) Dear. E) 
1) (2) ) 
EA) 20 e EY) 


n n n 

o (0) CO IAN ya (0) 
0) AU TEGO 0.0 
2 (o) O Y (0 
0 o TON RO) 
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87 - La ecuación diferencial lineal de orden n 
eo a a 00 y +9 00) y = 10%) 0 


es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones lineales 


de 1% orden 


ES ye RO 

E] E =0 , 
O O ISC AO oido E 2) 
(n-2) 

dy yA 

a) $ 

ae y +8, (ya y. +2, 099 2 16) 


Hágase ver que aplicando al sistema (2) la teoría desarro 
llada en el ej. precedente se encuentra tal cual la relativa 


a la ecuación (1) , ya expuesta en "Lecciones". 


88 - Integrar el siguiente sistema homogéneo, de coeficien- 


tes constantes 


dy, 
a +, -27=0 , 
dya 
E Sr 
Poniendo ES y =00* se encuentra 
(B+a)c] -2c =0 3+a e 2 
a = a -a-2=0 (1) 
5ey + (-4+ a)o)=0 5 -444 


La ecuación característica tiene las raíces 2 y -1 . Para a =2 las 
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dos ecuaciones del sistema (1) se reducen a la única 507 - 5Co =0 que pue— 
de satisfacerse con e= 07% e) = 5 ;análogamente, para a=-l seen- 
cuentra Cc, =cz=1 . Se han así encontrado las dos integrales linealmente in- 


dependientes 


2x 


2x, 
q =2e » Yyy=5e 


y la integral general es 
y =20 400% 7 Y =59 e +06 . 


89 - Integrar el siguiente sistema homogéneo, de coeficiem 


tes constantes 


La ecuación característica tiene las raíces 1+i , 1-i , que proporcio- 


nan, respectivamente, las integrales 


[ y =D a A ] : [ y =P y, 24) 


14) 
e gal 
que se pueden sustituir por las siguientes 


y =5ecosx , y, = * (2 cos x + senx) ] a 


[ 
[y =5 A senx E y =e* (-cosx+2sen x) ] : 


Se obtiene así la integral general 


y =50, ek cosx+5030senx , 
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yo = Cy e* (2 cos x + sen x) + 09 e? (-cos x + 2 sen x) 


B0 - Integrar el siguiente sistema homogéneo, de coeficien- 


tes constantes 


dy 

E +y+2y=0 

A (1) 
Ya 

ii 


La ecuación característica tiene la raíz doble « =3 derango 1 ; a ella 


le corresponde la integral 


(Y = e A y = "2 e (2 


Busquemos otra poniendo y, =Ax > , Ya= (Bx+C) as ,con A, Bj 
C constantes por determinarse. o Se encuentra que la primera de las (1) que; 
da satisfecha si 4A+2B=0 ;la segunda si -SA-4B=0 , B -4C=0,Se 


deduce A=-2C , B=4C y, entonces, una segunda integral dada por 


[ 1 --2x0* . y - + y e ] 5 


La integral general es 
y = (0-2 90% E y» = (29 +0 +49 xr . 


91 - Integrar el siguiente sistema homogéneo, de coeficien- 


tes constantes 


(*) En yy ya hemos puesto igual a cero el término independiente del polinomio de 1%" grado que multi- 
plica e3% — pueseso siempre se puede obtener combinando linealmente la integral que estamos buscando 


con la ya conocida (2) 
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A ¿y -2> 0 


oo 
== Y "t%= , 


dy 
e, 


La ecuación característica tiene las raíces 0,i,—i y se encuentra fácil- 
mente la integral general 
Y = 40, +07 (2c08x+senx)+Cg(-Cosx+2senx) , 
Ya =60 +0 (3 c08 x +2 8en x) + cy (-2008x+3 senx) a 


y =39 +2c) COS Xx + 203 sen x 


92 - Integrar el siguiente sistema homogéneo, de cosficien- 
tes constantes 


dy 
== "n*tm -Uy=0, 


Aya 
Tx +? -r+Myx=0 7 


A 
rs] =3y +4y=0 

La ecuación característica tiene las raíces a =3 (doble y de rango 2) 
y a=4 (simple) . A la primera le corresponden las dos integrales line— 


almente independientes 


3x 


M=320%, y, 3-0, (1-78 


a la segunda la integral 


457 XXIX - 93 


La integral es, entonces, 
3: 4x 3x 
y, = Go, +70) 0 "+2 € » Ye 20 e > Y = 9 a e 


93 - Integrar el siguiente sistema homogéneo, de coeficien- 


tes constantes 


dy 
Hr ón+tm+ig=-0, . 
Aya 
HRK An +1Bg+bg=0 , (1 
dy, 


3 
A o a E . 


La ecuación característica tiene la raíz a=-1 ,triple y de rango 
2 . En correspondencia con ella se encuentran, en un primer momento, las dos 


integrales 


A, 0) 


Busquemos una tercera bajo la forma y Ax 
Es qx e) 
= (Cx+D)e con A,B,C,D constantes por determinarse . Se en- 


cuentra que éstas deben verificar las siguientes condiciones 


-TA+4AB+5C=0 , -21A+12B+15C=0 , 7TA-4B-5C0=0 , 
A+5D=0 , B+15D=0 , C-5D=0 ; 


de las tres últimas se obtiene A=-5D , B=-15D , C=5D ysevein 


(*) Ya hemos puesto iguales a cero los términos independientes de los dos polinomios de 1% grado que fi— 
guran en yy yz. Puesto que esto puede siempre lograrse combinando la integral que estamos buscando con 
las dos - integrales ya conocidas (2) . 
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mediatamente que con las mismas se verifican también las primeras tres. Asu- 
miendo D=1 se tiene entonces la tercer integral 
y =5bxe* A Ya = -15x0* . Y = (5x+1) 0% 
La integral general es 


y, =(4c, +50, -5cgx) 5% , yo=(70, -150yx)0* , 3q=(10)+0 +507 x) e. 
[| =(4o, +50) -50g Y -=0% Ss 3 a ar] 


94 - integrar el siguiente sistema homogéneo, de coeficien-, 


tes constantes 


> 
E +3nM RT EO O, 


Aya 

== "2n+8y+5y$=0 7 
A 

e SS -20y, =0 
ty 43 y, % . 


La ecuación característica tiene la raíz a=3 , triple y de rango Ll 


Por el momento se tiene así la integral 
Y 2 aX EE = 20% y -= 4 An 
debiéndose determinar otras dos. Se buscará la primera bajo la forma 


As. y =(Bx+Cc)é% , y =(Dx+E)9% 


encontrándose 
y =2x0eX S ya = (ax +1) 0% 5 yy = (sx - 3) o ; 
se buscará otra poniendo y =A 2 [ex » Y2=(B ra + Cx+D) ¿ » Ya= 


= (L Mx N) E y se encontrará 
UE, y estra, y, SOX -42x 5) 0 
La integral general es, entonces, 
Y, = (0, + 2c¿x+ 140, x2) 0% z 
Ya =[ 20, +0) +0, + (40, + 14o,) x + 280, 2] e, 
dy =[ 40, - 30, = 50) — (00 + 420,)x 560) 17] 


459 XXIX - 95 


B5 - Integrar el siguiente sistgma no homogéneo 


%, 
Ur o Ms 


E - 4y, =1£, (x) 
o e a 


El sistema homogéneo correspondiente ya ha sido resuelto en el ej.88, habién- 


dose encontrado para el mismo el sistema fundamenta! de integrales (2 Ls E 


5eX) , (6% , 6%) . La matriz resolvente 
xD 0,5) KO 6,8) 
0 8) LO 0,5) 


queda entonces dada por la fórmula (ver ej. 86): 


2e 0-5) ¿ED la 1 2 1 2 
(M_ E ql) / E 
EN : 4e- : ; 
5 1 e 3 2 ¿AB 
se2-5) ¿Bla 1 2 1 2351 
Mm Ñ JD) a 
k3 = ; ¡ko = : ; 
5 1 5 1 A a E 


y entonces la solución general del sistema (1) está dada por 


x 
y =20, Apo 0r - - [ E 25 _5 2 £, (5) d5 - 


x 
1 2-5) Sl 
2 [2é 2 a = 
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.pX 
A AS 


É 
E $, [5020-54 2588-53] y, (5) 05 


96 - INTEGRACION POR SERIE DE LAS ECUACIONES DIFE —= 
RENCIALES (ver "Lecciones", Cap. XXIX, no 16). 


Determinar la integral de la ecuación diferencial de 1%” 
orden 
y =x (+2) Y + (+ 3) y? a 


que verifica la condición inicial y(-1)=2 
Derivando sucesivamente la (1) , y poniendo x= -l , se encuentra 
yO, yUl=é, yrny=o , y aay=a8 , yY(t9=0 , y" iaa)=1440, ... 
Se puede entonces escribir el desarrollo de Taylor 
y= 2208 + 200 2 
Admitiendo que ya se ha encontrado la ley de formación de los coeficientes, 
nos vemos impulsados a suponer que la solución buscada esté dada (para | x+1|< 


<1 ,oseapara -2<x <0) por 


2 
=2 +1 SS === 
ta 
y se verifica que, precisamente, ésta es la integral pedida, 


97 - Determinar la integral de la ecuación diferencial de 2 


orden 
y" = ayl+ Bx (a, P constantes no nulas), (m 


que verifica las condiciones iniciales y(0)=0 , y!0)=0 
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De la ecuación (1) y de las que de ella se obtienen mediante derivaciones su- 


cesivas, es fácil obtener 


(6) (8) 2 
gua oa, o io, ap? ; 
prosiguiendo el cálculo, resultan nulas (en el punto x= 0) las derivadas de or- 
den 9,10,11,12 , mientras resulta A o) = 6600 e p , etc., etc., 


Se puede escribir, entonces, 


E o 2.8 A A 
Pa CP aa PX ct. nd 


y resulta factible suponer que y esté representada como producto de Fpo 


por una serie de potencias de la variable + a pr + Esto sugiere transfor- 


mar la (1) poniendo y= + 13 du y, sucesivamente, > ap =t ¡58e 


llega, de tal modo, a la ecuación (independiente de a Pp Y 


2 4? du 2 
2m5t Ll ,50t=+6u= 6 
PE 7 6u=tu?+ Ñ (3) 


E 

que debería tener una solución del tipo u= “k AS , En efecto; sustituyen- 
h 

do esta expresión en (3) y teniendo en cuenta que (por el teorema sobre el pro- 


k 
ducto de series según Cauchy) se tiene u? = A ( > LS EE , Ssellega 
k=0 r=0 
a 
z k 
25) "k(k-1) ct "+50 o po EN E ho e Loto Ls 
=0 


Reuniendo en una sola las tres sumatorias del primer miembro, y cambiando 


k+1 en k enla del segundo, puede escribirse 
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E 


k e k- k 
(Sk + 2) (Bk +3) 0 t*= > (2 opt +6; 
k=0 k=1 r=0 

e, igualando los coeficientes de las sucesivas potencias de t en los dos miem 


bros: 


k-1 (4) 
(6k+2) 6k+3)9= DC lp + =1,2....) . 
1=0 


Las (4) permiten el cálculo por recurrencia de todos los coeficientes Ck Y 


se encuentra 


S0=1 0: 1-80,=0% a de donde, ; 
12 + 130,=20y0 de donde, —e3==— ; 
2 01.» » rr 
Se tiene, entonces, 
1 q 5,k 
1 
y poo a pap) 
k=0 É 

«Lar a ps 5,2 
= fx (0 5 ie ( apa... e 


fórmula que coincide con la (2) . Se puede demostrar que la serie obtenida tie- 
ne radio de convergencia infinito. 

El método, ahora usado, de poner en la ecuación dada la función incógnita i- 
gual a una serie de potencias con coeficientes indeterminados, y deducir sucesi- 
vamente relaciones recurrentes, útiles para individualizar tales coeficientes, 
puede sustituir por completo el del cálculo de las derivadas sucesivas de la so- 
lución en el punto tnicial y es muy usado en la práctica, especialmente en el ca- 


so de las ecuaciones lineales (véanse los cinco ejercicios sucesivos). 
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98 - Integrar por serie la siguiente ecuación diferencial li- 
neal de 2% orden 


xy"+y!-y=0 a) 
o 


Averigemos si existe una integral de la forma y= ) Ck A . Sustitu — 
k=0 
yendo en (1) se obtiene 
o o 0 
Y ka) oq M Lo Eo 
k=0 =0 k=0 
de donde, reuniendo en una única sumatoria las primeras dos, y cambiando k 
en k-1 enla tercera: 
o co 
2 k-1 k-1 
e MES k ce x DS CA | 
dr or dt 


Debe entonces ser x? == 5 (k=1, 2, ...); se obtiene, entonces, 
20 


c]= 


y, en general, 


y es evidente que la serie aquí escrita converge cualquiera sea x 
Se puede después determinar otra integral de la (1) con el método descripto 
enel ej. 65 . Una vez observado que para x>0 es y(x) H0 , se pondrá 


enla (1) y= y? >. etc., etc. , y se encontrará la siguiente integral 


O 
0) =y (9 f a ; (para x>0) 
AO) 
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99 - Integrar por serie la siguiente ecuación diferencial li- 


neal de 2% orden 


y+xy=0 ., a) 
2 2 k-2 
Poniendo en (1) y= ) cx xÉ - se obtiene k(k-1) cx + 
k=0 k=0 


o también 


o o 
k-2 k-2 

> k(k-1)c, x + > Cra X =0 3 

k=2 “x k=3 E 


y se deduce, 


-) 


c3=0 ; k(k - 1) 0 == 3 » (k=3,4,5,. 
Sa ve que los dos primeros coeficientes € o.“ resultan del todo arbitra — 


rios y que son C,=0¿=C3=0,=...=0 


Eligiendo c¿=1 , c,=0 se obtiene 
Cy > Cor. ..=0 SS 


EN A e 1 
A O o O 
y de aquí la integral 


E A A IS <A 
EA E 152) 


, e =1 se deduce 


1 
A Aa , 


(8) 
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Se ve inmediatamente que las series de potencias (2) , (3) tienen radio de 
convergencia infinito y proporcionan dos integrales linealmente independientes 


dela (1). 


100 - Integrar por serie la siguiente ecuación diferencial li- 
neal (ecuación hipergeométrica) : 


xx 1) 9+[(+b+1)x -0)] y! +aby=0 (a, b,c constantes). (1) 


co S SS 
Poniendo y= > q se tiene y!= ) 7k e Pl Y + Da, 
k=0 k=0 k=0 
o O E 
y"= 2 - k(k-1) ay pa Es (k+1)k ay,1 Xx e Sustituyendo en (1) y u- 


sando en cada término la expresión de y! o y" que permite intervenga siem 


pre z£ se obtiene 


o eS “o 
ka) ay Nun (+1) kay, 24 (a+b+1) kay E 
k=0 k=0 k=0 


Ji 7 
o PI Mr ao ao, 
k=0 k=0 


vale decir 
o 
3 [a+ (o +k) ay, = («+ 1) (c+k) | 0 
k=0 
Los coeficientes incógnitas Ak deben entonces ser tales de cumplir 
(+1) (0+k) 9, =(2+k) (b+k)aÍ , (k=0,1,2,...) - (2) 
Admitiendo que c sea distinto de 0, -1, -2, 3, ... delas (2) 
es posible obtener todos los coeficientes A APenas sea fijado el valor de a 


se encuentra, sucesivamente. 
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(a+ 1) (b+1) a(a + 1) b(b + 1) 
A a a E E 
2(c + 1) 1-2-c(c +1) 


ab 
a= a 
1 1e 


y, en general 


a(a+1)(a+2)....(a+k-1) - b(b+1)(b+2).... (b+k-1) 
€ _ zz E _EEE mA . 
kt c(c+1) (0+2)... (0+k-1) 0 
Los coeficientes quedan todos determinados salvo un factor común de propor= 


cionalidad a, ; asumiendo a¿=1 se obtiene la siguiente integral de la (1): 


0 


e 15 a(a+1)(2+2)....(a+k-1) -b(b+1)(0+2)....(b+k-1) _k 


x , 6) 
k=1 kt c(c+ 1) (c+2)... (c+k -1) 


que también puede escribirse 


ae a 


o 
A ES X A (31) 
k=1 | E ] 


De inmediato se verifica que la serie de potencias (3) o (3') tiene radio de 
convergencia 1 (cfr.Capítulo V , ej. 38); la misma se denomina serie hi - 
pergeométrica y define, para ¡EJES! , la denominada función hiper 
geométrica que se puede indicar con el símbolo F(a,b,c,x) . Téngase pre 
sente que esta función tiene sentido solamente si c noesun entero negativo 
o nulo, 

Se ha así encontrado que, si c no es un éntero negativo o nulo , 
la ecuación (1) tiene, entre sus integrales, en el intervalo 
(1,1) , la función hipergeométrica F(a,b,c,x) . 

Para obtener otra integral, transformamos la (1) poniendo y AS z .Un 


fácil cálculo muestra que se obtiene 
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xl) z0m+ [ (a+b-20 +3) x-(2-c) ] z+(a-c+1) (b-c+1)z=0 . (4) 

Esta ecuación es del mismo tipo de la (1) y proviene de ésta sustituyendo a, 
b,c por a-c+1 , b-c+1 , 2-c , respectivamente. 

Por lo tanto, si 2-cXk0,-1,-2,... osea c22,3,4, ... la (4)ad 

mite la integral z=F(a-c+1 , b-c+1 , 2-c , x) y, en consecuencia , 


se obtiene para la (1) la integral 


y =x 0 Fa-erl, b=o+1, 2-0, xXx). 16) 

Esta solución es distinta de la Y ya encontrada si cX1 ¡entonces se pue 
de concluir diciendo que: si c no es un número entero (positivo, 
negativo o nulo), la integral general de la (1) , en el inter- 


valo (-1,1) queda dada por 


1-c 


y = 01 F(a,b,c,x) + C9X F(a -c+ 1 b-0+1 20 52) 5) 


Otros (y más profundos) estudios se requieren para la determinación de las so 
luciones fuera del citado intervalo y en el caso que «c sea entero; pero de esto 


no nos ocuparemos, 


101 - Integrar por serie la siguiente ecuación diferencial li- 
neal (ecuación de Bessel). 
e yrexyr+ pe - Ay 0 0, (9 constante). (1) 
Si en la (1) se pone y=9z se obtiene la nueva ecuación 
xz"+ (29 +1)21+xz=0 (2) 
El hecho de que la (2) no se altere cuando se cambia x en -x ,nosin- 


o 
duce a buscar una solución que sea función de x , bajo la forma =D 
k=0 


Sustituyendo en (2) se obtiene 
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2k+1 


ue =0 


y, en consecuencia, tras haber cambiado k en k-1 enla última sumatoria: 


AS o 
2k-1 2k-1 

y (aka (2D) a 

k=1 “e E 


S 
2k-1 
4k (Y+k)a +28 | x =0 
yl ** e] 
Debe entonces ser 
4 (Y+k)a +2, ,-0 : (k=1, 2, 3,...) (3) 


y es evidente que, si Y no es un entero negativo, es posible obtener 
de (3), en forma sucesiva, todos los coeficientes a cuando se haya fijado 


ay 7 0, Eligiendo a) 1 se obtiene 


proa A =—— . 
2 (91) 2(9+1) (9+2) 
A O A 
ze 2% (Y+ 1) (9+ 2) (9+3) 
y en general 
dae 1 
O 


(0+1)(9+2)...(0+k) 
Queda así determinada la siguiente integral de la (2) 
0 2k 
k (x/2) 
z,= es > AAA=E—=ÚÑ—— os 
k=1 k! (+ D)(9 + 2)... (Y + k) 
y, Por ende, la siguiente de la ecuación (1): 
po 2k 
» 2) 
yy 14) 0F A: PA (4) 
k=1 kt (9+1) (9+2)...(9+k) 
El lector verá fácilmente que la serie ahora escrita converge para todo x ; 


hemos dsí obtenido efectivamente, a través de la (4) , una primer solución de 
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la (1) Zbajo la hipótesis que Y no sea un entero negativo_/. Otra solución 
puede hallarse de inmediato tras observar que la (1) no cambia si se pone -» 
en lugar de Y  ;entonces, suponiendo que Y no sea un entero positivo, la 


(1) admite también la integral 


- 


2k 
e 2 
y,= oa A x (5) 


KU-9+1) (-9+2)... (9 +k) 

Es obvio que (5) coincide con (4) si Y» =60 ;es también evidente que, en 
el caso opuesto, y, € y¿ Son linealmente independientes. 

Podemos, entonces, enunciar este primer resultado: 
I-Si ? noes un entero (positivo, negativo o nulo), la e- 
cuación de Bessel (1) admite en [-0,0 ] la integral ge- 
neral y=C0, Y +C9Y Con y , Ya definidos por (4) y (5) . 

Comúnmente en vez de considerar las integrales Y » Y¿ Se toman las que 


se obtienen a partir de las mismas, multiplicándolas por los factores constan = 


» y 
tes AN) 37D respectivamente, donde FP esel símbolo de la 


función euleriana de 2% especie (ver Cap. XXV, ej. 496 . Teniendo en cuen 


ta las propiedades de esta función, se ve inmediatamente que el producto 


ad 

2 
Tori Y puede escribirse del siguiente modo 

e Y+2k 
3 2) 
dy = , (6) 
pl 7 ET(9+k+1) ( 
> 

mientras que el producto To D yo hoes sino J_3) . La función (6) 


(*) En el ej. citado se ha definido la F'(s) sólopara 5 >0 , habiéndose encontrado — T(s+1)=sT(s). 
Es obvio, sin embargo, que por medio de esta fórmula repetidamente aplicada, se puede extender la defini— 
ción de — F'(s) atodoslos valores de 5 distintosde 0,—1,-2,—3,... (dondela FT resultain 

finita) . 
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se llama función de Bessel deorden Y  yelenunciado ] puede ser 
sustituido por el siguiente: 
l-Si Y noes un entero (positivo, negativo o nulo) la e— 
cuación (1) tiene, como integrales linealmente independien- 
tes, las funciones de Bessel J)3(x) , Jy(%) . 

Examinemos ahora el caso en que Y  esunentero n , que podemos su— 
poner positivo o nulo. Se ve inmediatamente que la función de Béssel (6) mantie- 
ne su significado y resulta 


PS Ek (gyni2k 


Ip (5) = kt (n+k). 


ésta representa todavía una integral de la (1) , escrita con Y =n . 


En cambio, para Y =n ,laotraintegral J.,(x) pierde significado pues 


T(-n+k+1) resulta infinita para k=0,1,2,..., 1 ;¡ pero, como 


P(-n+k+1) figura en el denominador, puede decirse que los términos de la 


serie correspondientes a k=0, 1, 2, ..., n-1 son nulos, y escribir 


age 
dl ES k! Pn+k+1) : 


y cambiando k en k+n 


n +2k 
o 
a E entr 1) 
ASES 
=D RI E e E 
(1) E aa O 
Se tiene, entonces, 


U-Si Y es unentero n (positivo, negativo o nulo), la e— 


cwación (1) tiene, como en el caso general, las integrales 
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Ip), Lp) ¡pero éstas no son ya linealmente independien 
tes. 

En este caso son necesarios otros análisis para llegar a una segunda integral; 

ésta consiste en las denominadas funciones de Neumann de orden n, 


sobre las que no podemos detenernos aquí. 


102 - Integrar por serie la siguiente ecuación diferencial 
x2 yna xy! - (+ 92%y=0 (Y constante) (1 

Se puede proceder de modo análogo a lo realizado en el ej. precedente, cam- 
biando x en ix 

Por lo tanto la (1) tiene las soluciones J, (ix) , J, (ix) linealmente in- 
dependientes si Y? noes entero. 

En lugar de J, (ix) es habitual considerar S J, (ix) que se indica con 
L, (x) y se llama función de Bessel de argumento imaginario , 


de orden n ,Dela (6) del ej. precedente sigue 


ia 
1 = A 
900 hy KEI) +k+1) 


ysi Y esunentero nz0 ; 


x n+2k 
a 
E 0 k!(M+k)! 


Obsérvese que la integral y,(x) del ej. 98 noes sino 1,(2 Vo - 


103 - DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNI 
CIDAD RELATIVO AL PROBLEMA DE CAUCHY PARA U— 
NA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN DE 
FORMA NORMAL. 


Demos aquí los teoremas enunciados en "Lecciones" , Cap. XXIX, n%5,li- 
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mitándonos a considerar el caso de una ecuación 

y! =1(x,y) (1) 
que deba integrarse con la condición inicial 

YE) Y - (2) 


Se trata de demostrar que, si f(x,y) y $0, y) son continuas en el 


rectángulo R definido por | x-xy|<a , |y-yo|<f lla 
mando M al máximo de | toy | en R y h al menor de 
los dos números a , E , podrá definirse en el intervalo 


Ie [ Xy 7h, xp+ a] una y solamente una función y(x) que ve 
rifique las (1), (2) E 

Comencemos probando el teorema de unicidad, Admitamos que en 1 
existan dos soluciones y(x), z(x) de nuestro problema (1), (2) y hagamos 
ver que necesariamente resultan y(x) = z(x) 

Nos limitaremos a probar esta coincidencia en la parte 1'= [ Xp » Xp+ h ] 
de I ¡un razonamiento totalmente análogo podrá repetirse para la otra parte 
[ Xo o, Xx ] + Teniendo en cuenta que yk) = Z(Xo) =Yp "Y =0 puede 


escribirse, para todo x de I': 


x x 
y(x) - z(x) = E [yw -2"0] a-[ [£, ya) -£e, 9] at, 
0 0 


y entonces, llamando N al máximo de | ger | en RC; 


(*) En los razonamientos que siguen este número N — será repetidamente usado para mayorar el módulo de 
expresiones del tipo de — f(X,y1)—1(4y2) 

Una expresión como la citada es igual, por el teor. de Lagrange, a (y, —y2) t (x,n) ,con y com 
prendido entre y, e yz ,porlo quese tiene 


[yt y] <N y —y2 1 - 
Con referencia a lo expuesto véase también el ej. 105 . 
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x Xx 
| yes -z60]| sf | 16, yO) 14, 0) | af |yOo-=0] a. 6 
o Xo 


Habiendo dicho esto, mantengamos x en el intervalo J que es el lugar de 
los puntos de I' para los que es x =Xo « = y designemos con p al má 


ximo de | yx) -z(x)] en J .Dela (3) sigue, así, 


> 1 
ERES ESE 


de donde sigue p< ES , desigualdad que sólo puede ser cierta si p=0 

Esto significa que y(x) y z(x) son idénticas en el intervalo J . Si éste 
coincide con 1' (o sea si >» ) se tendrá y(x)=z(x) en I' .Si, en 
cambio, > <h se repetirá el razonamiento en el intervalo 3. ¡ quees lu- 
gar de los puntos de I' para los que se tiene = Ex -Xo < = »y así 
sucesivamente. Es evidente que tras un número finito de veces se terminará por 
concluir que y(x)='z(x) en todo I' 

Pasemos ahora a tratar el teorema de existencia usando el méto- 
do de Cauchy-Lipschitz el que, como es sabido, consiste en aproxi — 
mar el valor de la fuhción y(x) ,encada punto x que se haya fijado en 1, 
con el siguiente método (la exposición del cual será limitada a los puntos x de 


O 
Suponiendo Xo ES Xx < DR <> x  calcúlense sucesivamente 


los valores 
14% +9, %)%=X) , Ya=Y +H%, Y) M9) 0, (a) 
A a a 

considerándose a Yn “Omo un valor aproximado de y(x) . Llamando 3 a 


la mayor de las amplitudes de los intervalos [0.1] y [x1,%)]. Ea 
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A [ Xn-1>% ] se trata de hacer ver que existe finito el La Y y que 
este límite es precisamente igual al valor, en el punto x , dela solución bus 
cada y(x) . Notemos que, de la (4) sigue obviamente 
5 
A A EE 
1=0 

de ahora en adelante para indicar esta suma usaremos el símbolo S 5) ,.es 
decir, pondremos 

Ss o “) - 6) 

r=0 
Dividiremos la demostración en cuatro partes. 
1% parte ; Hagamos ver, ante todo, que las (4) tienen sentido, vale decir 
que en los sucesivos puntos (Xp, Y), (1, Y) > <->» air) LY 
también > 4) 7 es posible, efectivamente calcular la función f(x, y) ya 
que siempre se trata de puntos del rectángulo R . Los puntos E EI 
o a+ pertenecen al intervalo 1'= [ Xo»*% + h ] y entonces tam— 
bién a [ Xp» Xp+a ] ; queda así por hacer ver que | Li -% | < p.= 
=1, 2, ...,n) . Enefecto, de las (4) sigue Xx "%* E O IA As Y) 
k-1 y B 

y ononoes | 599] SM Bay 3 7 ME 0) SMA MP 
2% parte: Dela sucesión Xos Xppo ++ > Xp recién mencionada fijamos dos 
puntos sucesivos cualesquiera Xp» Xp+] Y consideremos las ordenadas corres- 
pondientes Yr » Yp+1 - Supongamos ahora usar cualquier otra sucesión de pun— 
tos, con la única restricción que entre los mismos figuren todavía los dos pun- 
tos Xp, Xp,] Aunque no necesariamente consecutivos; a tales puntos le corres- 


ponderán dos ordenadas Ye + +1 distintas, en general, de las precedentes. 
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Queremos demostrar que, fijado arbitrariamente .¿>0 ,es posible deter 


minar 0=0(€)>0 talque, suponiendo +1 


ES O” resulte 


E 2e E £ | ¿NOr+1"Xr) 
Yr+1 Y] + <[1z %| +27]0 


(6) 


Se tiene A + (x 


1 Xx.) f E y Y.) y además, llamando En 


Bar- 
++» Em ? los eventuales puntos de la segunda sucesión que caen entre xo 


Y Ximo» Y MW» M2» +++» Mm-1 2 las respectivas ordenadas: 


E > Us 759 Ey Mg) 
s=0 


donde, por uniformidad de escritura se ha puesto 


> (Bor 59): 
50 's+1 g 


m-1 
esa e Y,+ 2 [1 5 = 1 > %»] ( Ee+1 3 Es )> 


5 
ES SE Ey 9 9 108, 23] (Bga1 259) + 


s=0 


m-i 


E as [105237 12303] (84,1 75) 


y, en consecuencia, 


m-i 
+ 2 5 99) 8970 | 91 759) + 


(7) 


m-1 
+2 MI) 0 | gar 259 1 3, 30 + 
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m-i m-1 
02d] OB 59721189090 1003) | (B417 5) < 
8= 8=0 


m-1 


rr [In ll] Cuarto 


+ A 115930) 1040 | (5911759) 
= 


Por la continuidad uniforme de f(x,y) en R ,alnúmero e€ fijado se 
le puede hacer corresponder un 0 =0(€)>0 talque, si (x',y!) , (x",y") 
son dos puntos de K que distan entre sí menos de (0 resulte 

| £0x,y) te y | <e ; 
podemos, además, suponer también 
S 


ae — 
MN 


Entonces, bajo la hipótesis x, “Xx < (, se obtiene de la (7): 


r+l 


51 
| d19r+1 |<] r-x| +N PE (In.-31 +17 se] (Be+17 Eg) + 


+1) 


pero se tiene (cfr. 1% parte de la demostración) h US | <M( Es Xx) y, 


en consecuencia, l A , Pudiéndose así escri - 
bir 
sl 
- y Ei P 
PE AE 


+ Opa 7Xp) = |) 35 ] [14 NO0p4 1 Ap] +2 6p41 Ap) 


Tendremos, por último, 3i agregamos a los dos miembros ES 
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| ha "ds1 | «2e<[z | +22], -xp] 


y por ende la (6) Ltras tener en cuenta la evidente desigualdad 1+a<e? Eb 


3% parte: Podemos ahora demostrar que existe finito el 


pum Ss 0 - 
4 7 Ne' 
Fijado arbitrariamente  €'>0 consideremos el número ASS 
a(eNh - 1) 


y, en correspondencia con éste, el número 0 definido enla 22 parte de la 


demostración. Sean: 3, S* dos números positivos ambos menores que CU; 
1 
S5 (%) = yo + : rl TX) Ls Y) cualquier suma del tipo (5) originada 
ra 
por los puntos Ao xo =x elegidos de modo que la amplitud máxi— 


ma de los intervalos (X, , Xp,1)sea $; 


m-1 
55,0 =y+ > A - x5) Eo 4) otra suma cualquiera del mismo 
=0 
tipo pero originada por los puntos xo Dis Xx EA E =x tales que la am 


. * 
plitud máxima de los intervalos [ CA SA ] sea Ú 


Imaginemos ahora tener una nueva suma S3 (x) enla que se hayan utiliza= 


CE * 
do todos los puntos Kg Xqo Y Xp Xp +. XX , en el orden en que 
se suceden, Quedarán así asociadas a los puntos XX], +.., Xy las nuevas 
coordenadas No =Y0. Mp Ma = 85 (x) , mientras que, a los puntos 
xx Xi, las n*= * * = Ez (x) 

Ed A Mr + BO 


Podemos comparar las nuevas ordenadas Mo 7 "O 


Tn mE con las prece- 
dentes YM aplicando la (6) , lo que es lícito ya que cada una de 
las diferencias Xpj1 "Xp 28 menorque 


Se encuentra así 
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Im -41+ + < [Ino -Y|+ 2] Nx 2 NO 


| m2 |+ $ < [Im 1-38] e 


ES ] Nx 1) 


2€ 2€ 
lama 351 
y , multiplicando miembro a miembro, 


| 5300 - s0|+ E <E ci EA 


vale decir, 


Nexo) 


| 5300 -s 00] < 4 E 


De un modo totalmente análogo, comparando las nuevas ordenadas e: n y 


a Ud con las precedentes Y» Yo A ¿A , Se obtiene 
A 
hy + 
| 50 -sm[<r . 0) 
Las (8), (9) permiten concluir que 
S50) Sib] <e (10) 


con lo que hemos encontrado que, dado €'>0 , es posible determinar (> 
> 0 tal que, tomados arbitrariamente 3<0, 8*<0 ,la (10) queda 
verificada, Por el criterio de convergencia de Cauchy esto basta para asegurar 
que existe finito el yl LoS 5,6) , que indicaremos con y(x) 

4% parte : A todo punto x de r=[ Xq» X +h ] queda así asociado el 
citado valor y(x) y entonces queda definida en I' una función y=y(x) que 


evidentemente, verifica la (2) . Queda por probar que tal  y(x) admite 
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derivada primera y que ésta verifica la (1) 

Fijado un punto x de I' ,sea E otro punto, variable, del mismo in — 
tervalo. Dado £ >0 supongamos que sea | E=x|<o0 , donde 
9 =0(€) indica el número positivo introducido en la 2% par 
te de la demostración. 

Supongamos previamente E >x . Tras haber construido una suma S¿(X), 
imaginemos tener S¿(E) tras usar todos los puntos ya empleados para cal - 
cular Sg(x) y después otros, comprendidos entre x y E  . Comparemos 
S5(E) con la otra ordenada S' (E) =S50)+(E-x)f[x,856)] — “obtenida 
utilizando los puntos relativos a Sg(x) y efectuando un solo paso desde el pun- 
to x hasta el punto E. En virtud de la (6) resultará | 855) -S"(5)|+ 


2€ 2€ ¿N(E-x) 
SN < ÑN e 


, Osea, 
N(5-x) 
8505) Sgt -£[ 9,5500] 050 <E | NA 1 a) 
y, en consecuencia, 
Ss(8)-S5K) NE _y 
—=G=— [800] <a ce:>2. a 


Supongamos ahora E <x . Se puede razonar como antes (intercambiando 


lospuntos x y E) y encontrar, en lugar de (11): 
| 5500 =54(5) =£ [ 5,8505) ] 0-5)| <3e [Hero -1 ] 


De esta última se deducen estas otras dos 


NES 
| seo 5505] <me er + 2E [ M0=b -, | 
556%) -Ss(8) | Ne) 1 
AAA ES AS 
8 [ s.sacm]| <=.< NA-E) 
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y por eso puede escribirse 


Ss(E) - S¿ (X) 


S¿(E) - Sy 00) 
¿615% 
E-x pS 


E-x 


-1[x,s 1[é,ss8)] 


1 [5,5505] -1[x,5500] 


1[x,85(8)] -4[x,8500]| < 


NE, NE-E) 1 


2€ E (5)-S 0|<z EL 4 E 4 MINA -E)+ 
NA=5) Aa NA-5) 
N(-8)_ 
+2 e[ Neo 1] <a = AS 5) = 
N(x -E) 


que es la desigualdad análoga a la (12) , enel caso E <x 
Podemos reunir los dos casos y afirmar que, con la hipótesis | E =x[< 
< 0 vale la 


Sá(5) -Ss(x) 
E-Xx 


-1[ xs] | oe NE 


Dicho esto observemos que se tiene 


y(8) -ye)_ S5(5) -Sse0| 


y(E) - yo Lolas 10]|< 


E- E-x E-x 
Ss(5) -Ss(x) 
| 22280 + [x,8500] -1[x,v09] | < 
yayo Sa(8)78560 |, Mea le] . 
< Ex Ex +2€ NTexp*? ce +N| 5500 yeo | 


y entonces, haciendo tender $ acero: 


y(5) - 3 eNlé-xl_ 1 N| 5-x 
ES ALar1]< a ES | 


Sigue, obviamente 


y(5) -y€) 
A 


AX E-x 


=1[x,y0)] , 
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que es lo que queríamos demostrar. 


104 - En "Lecciones", Cap. XXIX, n% 5 ha sido dado otro teorema de existen - 
cia y unicidad que, en el caso de una sola ecuación diferencial de 1% orden y= 
=f(x, y) , se enuncia como sigue: 

Si en la faja S(xy-a <x<xq+a , -<y<+0o) la función 
f(x,y) es continua y admite derivada parcial Ly 00, y) acotada, 
existirá en todo el intervalo [ Xy7% , Xy+a ] una y sola— 
mente una integral de la ecuación diferencial y'=f(x,y) que 
verifique la condición inicial JK)=% - 

Este teorema difiere del desarrollado en el ej. precedente en el hecho que la 
existencia y unicidad de las soluciones son garantizadas en todo el inter= 
valo [ Xg7%, Xpy+a ] y no solamente en el intervalo [ xo -hyxg +h] 
que, en general, es más restringido que el primero. 

Si se examina la demostración del teorema precedente se ve de inmediato que 
el hecho de mantener x en [ xy 7h, xp+h ] es esencial sólo en la pri — 
mera parte.de la demostración del teorema de existencia, para asegurar que 
los sucesivos puntos (Xp, Yo) +» 1, Y1) >» --- > (p» Jn)  Proporcionados 
por el método de Cauchy -Lipschitz quedan en el rectángulo R donde está de— 
finida la f(x,y) . Pero, en el teorema actual, en el que la f(x, y) está defi- 
nida cualquiera sea y , no hay ninguña necesidad del citado razona — 
miento y la 1% parte se puede omitir. En lo que se refiere a la demostración 
del teorema de unicidad y las otras partes de la demostración del teorema de e- 
xistencia, es fácil ver que se pueden repetir tal como fueron expuestos los razo 


namientos precedentes. Obsérvese, en efecto, que de la hipótesis | 1,6, y)] < 
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< N sigue que, para todo punto (x,y) de S se tiene 
| 10, ] <| 10,0] +|£0,9 -10,0] <L+w]y] , 
habiéndose indicado con L al máximo de f(x, 0) en [ Xq79 , Xx +a]. 
Se llega así a que, cuando se aplica el método de Cauchy - Lipschitz resulta 


ciertamente, para k=1, 2, . n 


| Ye | -| A | < | Y +[L+x l%1] a) 
= | dea | E + Ns -xg-0] IRE 
de donde 
L z z E E | ¿NO Xx -1) 
IS < | |1al* E] [1x0 %.-1]<[ha1 +5] e o 
Multiplicando miembro a miembro estas n desigualdades, se obtiene 
L L | ¿N0tp -Xg) 
nl <[Im-$] + 
por lo que se tiene 
L | Na 
[530] <[Iwl+ $]. 
Esto significa que todas las poligonales construidas con el método de Cauchy- 
Lipschitz, a partir del punto (x¿ , yy) , no salen nunca del rectángulo 
L] Na 
2 Ixal<s . Irl< [ll] 
de modo que basta considerar la f(x,y) en tal rectángulo (en lugar de en toda 
la faja S ). Por lo tanto, llamando M al máximo de | f(x, y) | en R , 
es obvio que pueden repetirse, palabra por palabra, todas las demostracione 


realizadas en el ej, precedente. 


105 - LA CONDICION DE LIPSCHITZ. 
En los precedentes ejercicios 103, 104, la hipótesis que la f(x, y) admita 
derivada parcial E, y) continua en R ,oacotada en S , es excesiva. 


f 
Como surge claramente de la demostración expuesta, lo esencial es que exis- 
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ta una constante positiva N tal que, para todo par de puntos (x, y) 0 Ya) 


de R ode S , que tengan la misma abscisa x , resulte 


16,y,) -£0,)] <N] y -% | - 0 


Es decir, bastará que la f(x,y) como función de y , tenga los 
cocientes incrementales acotados (independientemente de x ).Sue 
le expresarse esta propiedad diciendo que f(x, y) verifica la condición de 
Lipschitz respecto de y . 

Podemos así afirmar que para la validez de los teoremas de existencia y uni- 
cidad precedentes es suficiente que la f(x,y) sea continua y ve- 


rifique, respecto de y  , la condición de Lipschitz. 
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CAPITULO XXX 


Nociones sobre las ecuaciones diferenciales 
en derlvadas parciales 


1-ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES, DE PRIMER 
ORDEN, EN DERIVADAS PARCIALES (ver "Lecciones", Capítu- 

lo XXX, n% 1). 
Determinar la integral general de las siguientes ecuacio— 


nes diferenciales en derivadas parciales: 


(2) (ax2+2bxy) 2% - (2 axy + by? 2-0 
dx dy 
(3) cos? (ue y) Gas sen? pue y) Gym 0 


Se trata de ecuaciones lineales homogéneas (e, inclusive, carentes 


del término con la incógnita u ) vale decir del tipo 


ay Peor JO, [Gtambión ¿eran ir=0 7, 


ya considerado en "Lecciones", loc. cit., ejemplo 3% . Sabemos que, conside— 


zada la ecuación diferencial ordinaria —E—- 4% fotambién ÚÁL = 
a(x,y)  b(X,y) dx 


=1f(x,y) _7 y escrita su solución general bajo la forma px, y) = constante, to- 


das (y solamente) las soluciones de la (*) están dadas por la fórmula u= 
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=F[ ptx,y)] , donde F(p) indica una función derivable arbitraria. Tenien 
do esto en cuenta el lector encontrará fácilmente que las soluciones generales 
de las ecuaciones (1), (2), (3), son respectivamente 
(1) u=F(bx-ay) ; 

(2) u= Fx y+bxy? ; 


(3) u=F [ sen 2(x + y) - 2(x - y) ] 


2 - Determinar las superficies del espacio cuyas normales 
se apoyan en una recta fija. 

Asumiendo la recta fija como eje de las z y representando la superficie con 
una ecuación del tipo z=z(x,y) , las ecuaciones de la normal en el punto ge— 


nérico (Xx,y,z) son (X -x) Ly + - LA + Esta recta se 


Apoya en el eje z si im. E , €s decir, sila z(x,y) verifica la e- 


CAE 
Xx dy 
dz dz 
cuación en derivadas parciales y AS de 0 


Esta es del tipo considerado en el ej. precedente y se encuentra sin dificultad 
que su solución general está dada por z= Fa? + y?» . Las superficies busca— 


das son, entonces, las de rotación alrededor de la recta fija. 
3 - Extender a las ecuaciones diferenciales lineales, de pri- 
mer orden, en derivadas parciales, del tipo 


a 
21(%1, X2, +», Xp) an 20 X2 +.» Xp) > 


m 
A 


ton cualquier número n de variables independientes A 
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método de integración expuesto en el ej. 1 para el caso de 


dos variables. 


Considérese el siguiente sistema de n-1 ecuaciones diferenciales ordina- 


rias 
dxy dxg AX 
A AE EE A (ys Kgs 0.29 Xp) 


y supóngase haber logrado determinar n integrales primeras independientes: 


A A A 


209 Xp) Cp 


Entonces la integral general de (1) queda dada por 
A A A A 
donde F( Pp Po. Pa) es una función arbitraria, continua, que admite 
derivadas parciales primeras continuas. 


Dejamos para el lector las fáciles demostraciones. 


4 - Determinar la integral general de las siguientes ecua — 


ciones diferenciales en derivadas parciales: 


du du 
Moya 


DUAm OU: da : 
y ay+? a ; 


du 
E 


du du 
8) Agr y) yt yt 2) 3-0. 


Son del tipo considerado en el ej. precedente. Se encuentran, usando el méto- 


do allí descripto, las siguientes integrales generales: 
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(Mo u=Fpal-y2, x2-22%); 


(2) u=F(H- 


| 


z E 
(3) ur -logx , E -1ogx - Lrogxs 30080 |. 
5 - Dar un procedimiento de integración para las ecuacio — 


nes en derivadas parciales de 1% orden, del tipo: 


du du 
21 (1, Xg» na 0 + Ay gr ++ po 0) dx, * c.o.t (1) 


du 
A 


+ AO ]o Kgs 0001 Xp 0) <= DK] y Xgp «++ Xp) 


La (1) puede denominarse ecuación casi lineal, no homogénea , 


pues en ella figuran linealmente las derivadas parciales mientras que no sucede 


lo mismo con la u 


Para integrarla se usa el síguiente artificio. Se trata de determinar una fun- 


ción PA, Eo o u) que igualada a cero, defina implícitamente una 
U=U (y, Xp...» %) que satisfaga la (1) 
Puesto que de la ecuación 
PAL Xgs +1.» Xp,U)=0 (2) 


se deduce, por la conocida regla de derivación de las funciones implícitas 


LI E a dia e y El a a de o de o PAR 
dx, 0x e: E. ld? a OA 


se llega, sustituyendo en (1) , aquela «p debe verificar la ecuación 


a e E 
aj dr 2 in ans a =0 6) 


siendo ésta del tipo considerado en el ej. 3 . Determinada la  ,la (2) de- 
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fine, bajo forma implícita, la integral general de la (1) 
En todo lo que precede está incluido también el caso b=0 , dela ecua - 


ción homogénea. En ese caso el sistema de ecuaciones diferenciales ordi- 


las asociadas a la (3) ibo E A 
narias asociadzs a la se escril A 
AR LT 
lo que sin más se iiene la integral primera u=constante quedando des — 
, A y, 
pués por integrar el sistema O 
1 22 tn 


6 - Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales en deri 


vadas parciales de 1% orden 


A A 22% ,,29%,,29%u_ 2 
(1) a áR A (2) xx —+y ri id 
du du 3 du du _ 
6) RN ar er, =0 


Todas son del tipo considerado en el ej. precedente. Las integrales genera — 


les están definidas implícitamente por las siguientes ecuaciones: 

AN E 
a 

o Ab, ut). a olx. + y+u) “lo , 


donde «(pes una función arbitraria. Es de notar que en los casos (1) , (2), 
(3) la u puede explicitarse ya que obviamente las primeras tres de las ecua- 
ciones precedentes equivalen, respectivamente, a fórmulas del tipo 


ar, 3 o toy, 


con F función arbitraria. Sigue que las (1) , (2) , (3) tienen las solucio- 


nes generales 
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1 = V/F + y) -2 E (2) u= z ; 
dd) u= (+ y) xy o; A LE 
Xx 


(3) u= Y rt, 


7-ECUACION DE LAPLACE Y FUNCIONES ARMONICAS (ver 
"Lecciones", Cap. XXX, n% 4,5). 


Determinar todas las funciones armónicas en n varia — 


bles Xi, X2,+.», Xp 0) que dependen exclusivamente de 
i = Vx2+x2 2 
la distancia r= tr de del punto PA, Hor ++ Xp) al 
origen. 
Sea U(Xy, o, -.-, Xp) una función armónica que depende solamente de r ; 


se puede entonces escribir A Hors Xp)= p(r) y se tiene 


2 di 
Xx 2 x E 
An, 3 a = pu) E, pt) Me (k=1,2,. 


r ax r r 
au 
Sigue, para el laplaciano Ayu= Fo la expresión 
“e 
-1 
ayu= rm EE qu) 


y entonces la función «p(r) debe verificar la ecuación diferencial ordinaria de 


n-1 


22 orden q" (r)+ q'(r)=0 . Se trata de una ecuación lineal homogéne 


a de fácil integración; se encuentra la solución general: 


(*) Una función Y (Xq + Xp 1 + «+ Xp) se denomina armónica si verifica la ecuación de Laplace Bau = 
ee y 

ES 2 E + o... + =0 .En“Lecciones” nos hemos limitado a considerar el caso n= 

ax al ax? 
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22 
(r)=e,+e9 108 r (si n=2 ; q()=c+ aa (si n>2) 
Estas son las funciones armónicas buscadas. 


8 - Determinar todos los polinomios homogéneos de grado n 
en 2 variables x e y que son funciones armónicas. 


Tal polinomio P, (x,y) es del tipo z a yrok . Introduciendo las 


z2+Z 
variables complejas Z=x+iy , Z=x-iy setiene x= a : y = 


, y Sustituyendo estas últimas expresiones en Pp 2% Y) se obtiene un 


21 
polinomio homogéneo de grado n en z,Z . Puede así escribirse 
> k ,n-k 
Pr, Y) = 4 q” a) 


E 
Nuestro polinomio debe verificar la ecuación de Laplace —_—_= +-——== 
dx? ay? 

=0 que transformada en las nuevas variables z,Z se escribe 


?p 
ato E 
da oz 


De ésta se deduce, como es sabido, que Pp(x, y) “es suma de una función so- 
lamente de z yde una función solamente de Z . Esto significa que,en la- (1) 
deben ser bi=bz3=...=b,.¡=0 por loque, escribiendo a,b en lugar de 


bo , dp , se tendrá que 


Py (5, y) =2 (c+ 19% + bx 19% 
con a,b constantes arbitrarias (reales o complejas) . 


Si se degea », 67) real deberá tomarse b=á 
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9 - Determinar todos los cambios de variables Du y v en 
x e y] que transformen funciones armónicas de u,v en 
funciones armónicas de x, y 
Consideremos al cambio de variables en estudio definido por u=u(x, y), v= 
=v(x, y) con u(x,y) , v(x,y) funciones continuas, con derivadas parciales 
primeras y segundas continuas, cuyo jacobiano La sea distinto de cero, 
Si f(u,v) es una función armónica de u,v ,.es dote tal que pe + Ly 0 » 
el citado cambio de variables la transforma en una F(x, y) para la que valen 


las fórmulas 


IC O A: 


da Pa 20), É0 du dy 
dx du“ dx dudy dx dx 


, de modo que resulta 


y ay 


as 2 2, a 
a dd) +2 a y y) A ER) 


of of 
+3 Ca + yy) + 37 a + Vyy) . 


Por lo tanto, para que F sea una función armónica de x e y ,esne- 


cesario y suficiente que sea 


169) e 7 2) Y y y =0 $ 
(3) E 5 4) a yy"? 


Dela (2) sigue que puedo ponerse E =,$Uy . Y >=" .com Qe 
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portuna función de x, y . Sustituyendo en (1) se obtiene pis 1 ,o sea 


g=1 o también ¿=-1 . Enel primer caso se tiene ME ME 
en el segundo caso, u,= Y» Uy=W yseve enseguida que, con esto, las 
(3), (4) quedan satisfechas. 

Por lo tanto (véase "Ejercicios", Cap. XVH, n% 2) los cambios de variables 
buscadas son todos (y solamente) los que realizan entre los dos planos (x,y) , 


(u, v) transformaciones conformes directas o inversas (o sea aquellos para los 


que u+iv es función holomoría de x+iy ode x-iy ). 


10 - Estudio de la integral de Poisson 

En "Lecciones", Cap. XXX, n% 5 , hemos demostrado que, considerado en el 
plano xy uncírculo C decentro O yradio R , designadas 9? las 
coordenadas polares de polo O , si existe una función u( 9.) armónica y 
regular en C que asuma sobre FC valores dados (continuos) f() ,la 


misma resulta necesariamente expresada por la fórmula 


3 , 10) 
2R y cos(0-p)+9 


cuyo segundo miembro se denomina integral de Poissonde la función 
1(6) . Deseamos ahora demostrar que la (1) proporciona efectivamente una 
función u(e,p) que verifica todas las condiciones exigidas. 

Comencemos observando que el denominador e? -2R y cos (9 -p) + > 
[que expresa el cuadrado de la distancia del punto P( 9. ) al punto QA, 
no puede anularse si el punto P( 9» $) se mantiene interior a C , es decir, 
con 9<R .Se tiene así que, en el segundo miembro de (1) , la función a 


integrar, bajola hipótesis z0 <R , es continua junto con sus derivadas par- 
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ciales respecto de ? » Y de cualquier orden. Por el teorema de derivación ba 
jo el signo de integral, la u( 9) goza de la misma propiedad, y se tiene 

2x1 R2- 92 
e £(8)- A, E a de 
2 g eos (0 -p) + 9 


Pero un cálculo simple (teniendo en cuenta que en coordenadas polares se tie- 
ae. 1,98 00, 
E 
O RA 


segundo miembro vale cero; se tiene así Az u 9 )=0 , enel interior de 


ne A 2 ) muestra que el Ay indicado en el 
Cc 


Demostremos ahora que resulta 
paa AU uniformemente respecto de Q (2) 


vale decir que, fijado £ > 0 puede determinarse un 3¿ > 0 (dependiente 
solamente de € ynode «p )talque, para R-$¿< 9 <R sea 

| up) 19) | <e£  , cualquiera sea Q . (3) 

Para probar la (2) observemos primeramente que si fuese £($)=1 mues- 

tro problema de Dirichlet tendría la solución evidente u( $? )=l1 , quene— 
cesariamente debería ser proporcionada por la (1) ; esto significa que para 
? < R vale la fórmula 

TS *_ de 4) 
0 R 2R y cos (9 -p)+ ? 
que, por otra parte, es fácil verificar con el cálculo directo. Si de la (1) res- 
tamos la (4) multiplicada por f(p) , obtenemos (siempre para 9 <ED 

9) 19) = 7 Lo [10-09] E de .6) 

n? 2 9 cost0 -p)+ $ 


Por la periodicidad respecto de 4 de la función a integrar, también puede 
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la integral extenderse al intervalo [ p-x, p+x ] 

Además, por la continuidad de la f(8) en tal intervalo se puede, por el co= 
nocido teorema de Heine-Cantor, asociar al número e£ >0 fijado, un núme- 
ro 0 = 0% >0 (y podemos suponer 0 < XX ) tal que, fijados arbitraria— 
mente en tal intervalo dos puntos $8* , 8" que verifiquen la | 6-8" |< 0 
resulte 

B 


jon - 19m] <=). (6) 


En base a esto podemos escribir 


q-o 
Il 
qx 
pex 
+ 18) -£ A 
2x Me 
- do r? -2R p cos (9 -p+ 9? 


y, en consecuencia, indicando con M al máximo de | £(80) | y teniendo en 
Cuenta la (6) y el hecho que, si  p-1<% <P-0 (0 +0 <0<p+1) 
se tiene cos(8 -P)<cos O y, en consecuencia, nr? -2R g cos (0 -puo> 


>R -2R gos 0 + e 9=K coso)” +R? sento > R? seno 


ars. 
ug?) Ep |< 5] A 


pa p< e E - 
29 Jogo ? R?-2R gcos(s -p)+ 7? 2x pro R2sermo 


2 2 
A RA rd e a a 
ao =L 


-2R y cos(o -q)+ $ 


2 pr. 
Z A A AS 
e pz) 2. 2H Joa RAR gcos(o-p)+ 9? 


De aquí, teniendo en cuenta la (4) se ve que 
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E E < 
A sen?g R2 2 


pero el primer término del segundo miembro (que no depende de «p ) tiende a 
cero para Q—R yexiste, entonces, un ó¿ talquepara R-8¿<p <R 


tal término resulta < = y, en consecuencia, vale la (3). 


Establecido esto es evidente que la u( $? ) definida por la (1) en el inte- 
rior de C. es prolongable de modo continuo en todo Cde forma tal de asu - 
mir sobre FC precisamente los valores asignados a ($) ,queeslo que 
queríamos demostrar. 

Conviene además señalar que si en la (1) se pone qa O ,seobtiene que 
el valor de u en el centro del círculo C es igual a as fo de ,o 


21 


sea, a la media de los valores que la u asume sobre la 


frontera de C (pensados como función de la anomalía 8 ) 


Esta propiedad, llamada Teorema de Gauss vale también si los va- 


lores sobre el contorno se suponen en función del arco s=R8 , como se ve— 
rifica de inmediato. 
11-LEMA DE GREEN Y SUS CONSECUENCIAS. 

Sean u(x,y) , v(x,y) dos funciones continuas, junto a sus derivadas par- 
ciales a» Y A y LES uyy a» “y en un dominio regu- 
lar y acotado A del plano xy . Las dos funciones fÍ= yv = 4 z ; 


g=v = -u ES sonen A , continuas junto con sus derivadas parciales 


E E yo pudiéndoseles aplicar el teorema de la divergencia, expresado por 


la conocida fórmula 
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Sí | (£ cos Xh + g cos yn) ds = 0 
A dx Ay + FA 


Sustituyendo f,g por sus expresiones se encuentra una vez efectuados los 


cálculos 
du Dv, 
(VA, u -u A, v) dx dy + WU pas = 0, a) 
A + FA > 
Lu. un 
donde se puso, como es habitual, A, u= E Y análogamente,para 
2 dx dy 


v . La (1) expresa el denominado Lema de Green. 
. Supongamos ahora que u(x,y) , v(x,y) sean armónicas y birregulares en 
A. . Ya no les podemos aplicar la (1) pues no está asegurada la continuidad de 
o yy A y sobre la frontera de A ;pero lo podemos hacer si 


consideramos un arbitrario dominio regular T interiorde A 


Se encuentra así, teniendo en cuenta que por hipótesis A, u= A, v=0 


| pe a (2) 

Por la birregularidad de u,v en A , las derivadas normales ll E 
O son funciones continuas sobre cada una de las curvas regulares que cons- 
tituyen FA yentonces v E -u 2 es función de s * sumable sobre 


FA ;entonces, de la (2) , Pasando al límite para T—A se deduce: 
I-Si u,v son funciones armónicas y birregulares en A va 


le la fórmula 


+ FA 


En particular, poniendo v=1 se obtiene: 


O -Si u es una función armónica y birregular en A se tie 
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J sn ds=0 . (4) 
+ FA 


Si continuamos designando con u una función armónica y birregular en A, 
podemos aplicar la (1) en un dominio T interiorde A poniendo v=1 y 
2 en lugar de u . Con un fácil cálculo y un sucesivo pasaje al 


escribiendo u' 


límite para T—A se obtiene; 


II - Para toda función u armónica y birregular en A , va 


le la fórmula 
ff [329.327] E | u 2 490 6) 
A a y +Fa 


12 - PROBLEMA DE NEUMANN PARA LA ECUACION DE LA-— 
PLACE (ver "Lecciones", Cap. XXX, n% 4). 


Se trata de determinar, en un dominio dado, regular y acotado A del plano 
xy , una función u(x,y) armónica y birregular que satisfaga en el contorno 


la condición 


—H- Pay, (sobre FA.) , 
donde $ (,y) es una función prefijada, continua sobre cada una de las cur- 
vas regulares que constituyen FA . Propiedades generales inherentes a es- 
te problema derivan de las (4) , (5) del ej. precedente. 
La (4) expresa, por el momento, que la qt, y) “no puede darse ar- 


bitrariamente pues debe verificar la condición 


E pk, y)ds=0 . (1) 
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En segundo lugar es evidente que, si el problema admite una solución uyA, y) 
admitirá también infinitas otras, de la forma uy(x,y)+0 , con e constan- 
te arbitraria. 

Viceversa, si u,(X, y) es otra solución distinta de uy(%, y) , la diferencia 
Uy (Xx, y) - Uy (X,y) = u (x, y) es una función armónica y birregular en A , pa- 


ra la que resulta == px, y) - q(x,y)=0 (sobre FA) ; entonces, de 


la (5) sigue 
Iflegr eu 
dy 
y, en consecuencia,  ( a? e y =0 (en A ). Deaquí, ES ES 
O 2 i += 
“(y )=0 (en A ) , u=constante (en A ), es decir, u, (y 


uy (Xy) + constante. 

Entonces, si el problema de Neumann admite una solución 
“ ,Admitirá infinitas, todas las cuales estarán dentro de 
la expresión uy+e ,con e constante arbitraria. 

Queda abierta la pregunta si la condición (1) , reconocida como necesa — 
ria para la existencia de soluciones, es también suficiente . 
La respuesta es afirmativa bajo condiciones bastante generales para el domi- 


nio A ;nosotros nos limitaremos a verificarla en el caso que A sea un cír 


culo (ver ej. sucesivo). 


13 - PROBLEMA DE NEUMANN PARA LA ECUACION DE LA- 
PLACE EN EL CASO DEL CIRCULO. 


Consideremos un círculo C  concentroen O yradio R .Usando coor— 


denadas 9, ,depolo O, se tiene evidentemente <-> - TE y en 
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consecuencia la condición en el contorno == = Q(x,y) (sobre FC )equi- 
vale a una del tipo 

uo BP) UP, (1) 
donde f(P) es una función continua dada en [ 0,2% ] tal que £(0)-f(21); 


además (ver ej. precedente) esta f(p) debe verificar la 


21 
/ gp) dy -=0 » (2) 
0 


Ya se ha visto en "Lecciones" Cap. XXX, n? 5 que si de una función 7) 
armónica y regular en C se consideran los coeficientes de Fourier 
1 21 1 21 
AG Í, u(9, $) cos kpdp , Do f u(g q )sen kpdap 
(3) 
debe ser (para 9 SR ):; 


| 00 (99-40 


E Ñ Mm 
A IN O 


con A, h Ax al Bo constantes. Teniendo en cuenta después que en este proble 
mala u debe ser birregular en C , delas (3) sigue, recordando la condi- 


ción (1) 


, y fa : y px 
«=> f, K(p)coskpdp , mo== Ep) senkpdp . (5) 


k-1 
Por otra parte de las (4) se obtiene ap (9)=0, A (9)=k Ajo ; 
k-1 
De ( 9 )=k Br 9 y entonces, escribiendo que las (5) se satisfacen, obtene- 


mos 


1 21 k-1 1 2x 
0-2 HPJdp , kA,R dd £(p) cos kp dp 3 


XXX-13 500 


o pes 
kB, R | £(P) senk p dp 


La primera de estas ecuaciones coincide con la (2) ; las otras determinan 
las constantes A 7 Br (mientras que. Ao queda indeterminada). 
Entonces, admitida la existencia de soluciones de nuestro problema, debe re- 


sultar para las mismas 
? 2x1 
TE = f kpd . 
a0(9)= 40 ap) A (P)coskp dp 


2x1 
b = f kp d A 
ef, er mo e 


y, en consecuencia, tales soluciones u( 9.P) deben necesariamente ser pro- 


porcionadas por la fórmula 


A E) k 21 
R LOS 
ue, p)= 2 ES CL / £(9) cos k0 d8* cos kp + 
7 2 GAR Ñ 
(6) 
2n 
el £(0) senk 8 d 0 -: senkp > 
0 
válida e 
para 0<9<R ee 0<p <2x 
A 
Bajo la condición 9 <R la (6) puede también escribirse (poniendo >> 
=0e ): 
21 e k 
R 1 
up DA y) cos k (p»e)de , (7) 
0 =1 


ya que se reconoce de inmediato que la serie que aquí figura bajo el signo de in- 


tegral es totalmente convergente cuando 8 varía en [ 0,21 ] . Es fácil, 


(*) Nótese que la (6) debe valer también para 9 = R como consecuencia de ¡a birregularidad de u 


y 
del teor. 1! de “Lecciones” ,Cap. XXVI, n. 11 
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además, calcular la suma de tal serie pues constituye la parte real de 


: 
O 
R 


”] 
Ú 
mal 


en efecto, si se recuerda la serie logarítmica, se ve enseguida que 


0 
-9), k od 
= HL MP 108 1 AP, 
y entonces, 
e E 9. (p-0) 
ES) cos k (p-8) = - log Lo JE 


k=1 


2 
es pre 2_ E 2 
1 2% cos(P - 0)+ Fa logl/R' 2R 9 cos (Pp 9+9 +logR. 


Sustituyendo en (7) y utilizando la (2) puede también decirse que las even - 


= -log 


tuales soluciones del problema quedan todas dadas, en el interior de C, 


por la fórmula de Dini : 


R 2x1 2 3 
API p £(6) log || R” -2R 9 cos (P-6)+9 de, (8) 


con c constante arbitraria. 

Es necesario controlar ahora si la (8) satisface efectivamente las condicio - 
nes que se impusieron en el problema. Con razonamiento totalmente análogo al 
desarrollado en el ej. 10 se llega, por el momento, a constatar que la u( 9) 
es armónica en el interior de C 

Aplicando después uno de los teoremas de pasaje al límite enunciados en "Lec 
ciones", Cap. XXVI, n. 3, se puede demostrar fácilmente que la u(9,p) re- 
sulta continua en todo Cy asume sobre FC los valores proporcionados 


por la fórmula 
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8- 


2 


21 
UR, pre $ f £(8) - log (2R| sen 23% | )-d8 0) 
0 


deducida de la (8) poniendo en el segundo miembro E R 
Queda por verificar la condición (1) , a la que se llega demostrando que 
¿Tn uo (9. p)= (Pp) , uniformemente respecto de $ (10) 
En efecto, para $ <R sigue de la (8) derivando bajo el signo de integral 


21 
pu [7 roy —"E con (0-P)+29— q 


ES R? -2R 9 cos (8 -p)+ 9? 
25 a 
+43 (0) | 1 - (ao 
7 0 R - 2R 9 cos (0 -p)+ 0 
o también, recordando la (2) 
21 2 
E E E 
uo (9p)> a 0 [ £(0) Es 700 


-2R q cos (9 -p)+ 9 
Salvo el factor > (que tiende a 1) figura aquí la integral de Poisson de la 
£(6) , de lo que sigue inmediatamente la (10) , en virtud de lo que ya se ha 


visto en el ej. 10. 
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CAPITULO XXX: 
Funciones analíticas 


1-TEOREMA DE TAUBER SOBRE LAS SERIES DE POTEN — 
CIAS. 


En "Lecciones", Cap. XXVI, n% 10 se ha visto que, dada una serie de poten - 


cias: 
0 
k 
(2) = 2 ay (2 — Zp) , (2 -2p|<r) (1) 
k=0 
donde se ha indicado con r al radio de convergencia (suponiendo 0<r <+0) 


si la misma converge en un punto 2] de la circunferencia de centro Zy yra 


dio r , poniendo 


E 
s= 3 O e) 


y denominando 0 al segmento que une los puntos 2) Y 2% , Privado del 


extremo Z ,se tiene 
S= lim f(z) (sobre 7 ). (8) 
227 


Este teorema no puede invertirse, es decir, de (1) y (3) no resulta, en ge— 
neral, la (2) ; hay, sin embargo, teoremas que agregando alguna otra hipótesis 


a (1), (3) , permiten deducir la validez de la (2) 
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El más simple de estos teoremas es el teorema de Tauber quese e— 


nuncia del siguiente modo; 
1- Si los coeficientes Ak de la serie de potencias son 
les de tenerse 
E k_ 
gim kay Y =0 a 
las (1), (3). implican la. (2) 


Dem. La tesis (2) equivale a la 


ta- 


(4) 


(5) 


Por otra parte, si en la (3) hacemos de forma tal que Z asuma solamente 


los puntos de Y dados por 
-. Ñ 1 
2=2p+( ar) (21 7%0) 
donde n es un entero arbitrario mayor que z , Podemos escribir 


E 
S=Lim [z0+ 0-12, -29)] - lim pa 0 e 


y entonces, sustituyendo en (5) , podemos decir que nuestra tarea es demos — 


trar la 


Dn 0 
k 1 k k 
Paz tt o a 0 


que puede también escribirse 


n 0 


; - k 
EN al -a- 2] 0 -2*- E aa (21 - 20) ho 


k=n+1 


Una vez observado que 


(6) 
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1 k 1 1 1.2 1k-1 1 
2d) -[1-a- 2] [ea peo +. (> |< k 


podemos escribir 


n 
1.k k 
== a, [ua-Y ]a,-2p 


Por la (4) sabemos que ja k| a | r”=0 yentonces también será (ver 


a k 1 1 
sLlalatr=> 


"Ejercicios", Cap. IV, ej. 14) 


== 

ka 
ll | k 
lim. ——_—_—_—_—_—_—_—— =/4) ; 
n—o n 


por lo tanto, fijado € >0 , existe un Ye tal de tenerse 


pe a Laa Jr, ap 


Existe además un ON tal que para n > v; resulta x| as | Ke - 


<e (para n > Y). (7) 


" 
entonces para n > Y¿ resulta; 


y, en consecuencia, 


co 


1 k k 
R 8 Up) 72) [|< . (para n >). (8) 
=n+1 


De (7) y (8) desciende obviamente la (6) , que es lo que queríamos demos- 


trar. 
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2- PROLONGACION DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS (ver 
"Lecciones", Cap. XXXI, no 10). 


! 
define,en el 


Demostrar que-la serie de potencias > 


círculo |z|<1 ,una función holomorfa f() que no es pro- 
longable fuera de tal círculo. 

Aplicando el teorema de Cauchy-Hadamard (cap. XXVI, ej. $0 ) se obtiene fá 
cilmente que la serie de potencias considerada tiene radio de convergencia igual 
a 1 , de modo que su suma f(z) es efectivamente una función holomoría en 
elcírculo C definido por | z |<1 

Si £(z) , fuese prolongable fuera de C , existirá evidentemente un arco 7 
de FC constituido en su totalidad por puntos de holomorfía de f(z) y enton= 
ces para todo punto z' € 7 debería existir, determinado y finito, el 
A f(z) (sobre el segmento que une los puntos O y z') 

Hagamos ver que esto es imposible ya que, sobre cualquier arco de 
YC ¡arbitrariamente pequeño, existen infinitos puntos  2' 
para los que el dim, £(0) (sobre el citado segmento) no e— 
xiste finito. 

Precisamente tales puntos z' son los puntos de la circunferencia FC cu 


ya anomalía es conmensurable con Xx —, vale decir, los puntos 


p 
2xi7 
A 


zt 100) 
con p,q enteros relativos primos entre sí, que constituyen un conjunto den- 
so por doquier sobre tal circunferencia; 


Con z!' expresado por (1) indiquemos con 0” el segmento Oz! priva- 


2ni 2 
do del extremo z' ;el mismo queda descripto por el punto z =[ ge E 
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con 0< pez 1 yel pasaje al límite para z-—z' equivale al que se obtiene 


para 9 —1 ,Sobre 0 setiene, entonces, 


ba ' ¡Pur 
1-2 pe 2 kt 
=0 


o también, tras observar que para k>zaq ,elentero k! es sin duda divisi-- 


2ihao 
ble por q , con loque resulta e A 


qu Er e 
2xi Ek! y 
10.) ge 
=0 =g 
quí 2h 
Para qa 1 la primer sumatoria tiende al límite finito > e 7 
k=0 


hagamos ver que la segunda (real) tiende a +«w  , osea que fijado arbitraria— 


mente un entero positivo N , existe un 3 > 0 talque para 1-5 <s <l, 


0 
ke 
resulta > 9 <= 4 
-=q 
o MN 


kt k 
Si suponemos que ya es N>q se tendrá z 9 > > S 
-q 
Para cl 1 esta última suma tiende a 2N -q+1 , número quees > N 
Por lo tanto existe un $5 > 0 tal que, para 1-3 <g <1 resulta 
2N 0 
El k: 
g >N y, en consecuencia, > $] >N 
k=q k=q 
3 INDICADOR LOGARITMICO 


Sea f(z) una función holomorfa en un campo conexo A ysea D undomi 


nio regular cuya frontera FD está contenida en A . Bajo la 
condición 
f(2)/0 , para ze FD 170) 


puede considerarse la integral 
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1 fuz) 


- Foz (2) 
21 Lp 


que toma el nombre de indicador logarítmico de f(z) relativo al do 
minio D 

Queremos hacer ver que el cálculo de este indicador logarítmico es inmediato 
enel caso que, exceptuado a lo sumo un número finito q >0 de 
puntos, cada uno de los cuales sea un polo de f(z) , todos 
los puntos interiores de D sean de holomorfía de f(z) 

Observemos ante todo que, en estas condiciones, en el interior de D exis- 
te necesariamente un número finito p_>0 de ceros de la f(z) . En efecto, si 
así no sucediera, tales ceros tendrían en D un punto de acumulación z en 
el que la f(z) presentaría una singularidad no polar; pero esto es absurdo, 
puesto que Z no puede caer sobre FD / totalmente constituida por puntos 
de holomorfía de  f(z) 7ni tampoco en el interior de D (donde las únicas sin 
gularidades son polos). 

Advertidos de esto demostremos el teorema: 


I- Bajo las hipótesis enunciadas, indicando con Mj¡, My 


+1 Mp los órdenes de los ceros Zy,Zp,..., 2, de f(z) y con 


Mp Da ++ Dq los de los polos 51 Doo a de fíz) que 


caen en el interior de D ,se tiene: 


1 " 
ES da = (my + my +.--+ m)=(0] +03 +..+0p) A 6) 


(*) Conviniendo en contar un cero o un polo tantas veces como sea su orden, y diciendo que en un polo la 
«o la (3) expresa que el indicador logarítmico de la f(2) relativoa D  esigualala dife— 
intre el número de los puntos de D  enlosque f(z)=0 yel número de los puntos de D don 
de fl=0w. 
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Dem. Considerado por ejemplo el cero z¡ (conorden mj, )de f(z) e- 
xiste un entorno circular C de z, e en que puede ponerse 
1()= 6-2) 1 p() 
con  «p(z) holomorfa y distinta de cero. Para zeC , 2% z, se tiene en 


consecuencia: 


O E 
uta) z rEse 


£(z) 38 E pu) 2-2; qíz) 
$2) £uz) bla 
Qíz) 1) 


ne en el punto z, un polo de orden uno, can residuo iguala. 


por lo que, siendo holomorfa en C  , podemos decir que 


bio! 


Análogamente, considerado el polo 31 (con orden Dn, ) de f(2) , exis 


te un entorno circular f de 5, enelque puede ponerse 
-n, 
)=(- 5) y 
con  (z) holomorfa y distinta de cero. Para zeT , z A B1 se tiene 


entonces 


EN e 
1) MD yr eE) Ly ay Y 
£(2) E-5 Ly 261 ye) 


Ez) 
fíz) 


con residuo igual a -n 


de modo que 


tiene en el punto bi un polo de orden uno, 
1 

Tras esto es obvio que la (3) es una consecuencia inmediata del teorema de 
los residuos (ver "Lecciones", Cap. XXXI, n% 14). 

La (3) puede generalizarse considerando en lugar de (2) una integral del ti- 


po 


XXXI -4 510 
donde f(z) es una función para la que valen las hipótesis antedichas y g(z) es 
cualquier función holomorfa en un campo que contenga al do 


minio D  . Se tiene en este caso la fórmula 


de 16 ds - e 
= rd [ m,8(2)+m28(2,)+...+ mp g(2p) ] 


(4) 
[ny 5) +85) +. +m 8059] 0. xa 
que, para g(z)=1 se reducea la (3) 

La (4) se demuestra como la precedente: basta observar que en el punto s 
Lo % 7 gt) o tiene un polo de orden uno , vvu residuo igual a 
mery Lo ay 7 0 
4 - Otro caso en que el indicador logarítmico (2) del ejercicio anterior se pue- 
de calcular inmediatamente es aquél en que los puntos exteriores de D 
(%) sean todos de holomorfía para f(z) , hecha excepción, a 
lo sumo, de un número finito q>0 de puntos, cada uno de 
los cuales sea un polo para f(z) 

Con análogo razonamiento al del ejercicio precedente se ve primeramente que 
en el exterior de D cae necesariamente un número p>0 finito de ceros de 


f(z) , teniéndose después el teorema 


En las citadas hipótesis, indicando con My, My, -.-, Mo los 
órdenes de los ceros A de: f(z) y con M1, Ma, 
«+ Dg los de los polos Gp Da.“ 54 de f(z) que caen en 


ida S 
el exterior de D , Se tiene: 
(*) Sí estos residuos son nulos no se tiene un polo de primer orden sino un punto de holomortfía. 
(**) Entre estos puntos también debe considerarse el punto 7 =00. 
[=*x*) En el grupo de los ceros, o de los polos, puede figurar al punto 2 =w . 
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= O A Mp MA pto Mp $ (1) 

Dejamos para el lector la tarea de desarrollar la demostración que se obtie- 
ne aplicando el teorema exterior de los residuos (ver "Lecciones", Cap, XXXI, 
nO 17) teniendo en cuenta las dos propiedades utilizadas en el ej . precedente pa- 
ra probar la (3) y ésta otra (de fácil demostración): 

Si el punto z= 0 espara f(z) un cero de orden n Lo un polo de orden 
n 274 es para Sp un cero del primer orden con residuo igual a n (o i- 
guala -n).Sielpunto z= w espara f(z) un punto de holomorfía, (pero 
no es un cero) es para Li un cero de orden > 2 , por loque valdrá ce— 


£uz) 
Tía) en tal punto. 


Dejamos también para el lector la tarea de generalizar la (1) , del mismo 


ro el residuo de 


modo como en el ej. precedente se ha pasado de la (3) ala (4). 


5 - Utilizando la (3) del ej. 3 y la (1) del ej. 4 hágase ver 
que la suma de los órdenes de los ceros de una función ra- 
cional (en particular: un polinomio) coincide con la suma 
de los órdenes de sus polos. Dedúzcase una demostración 


del teorema fundamental del álgebra 


6 - TEOREMA DE ROUCHE. 

Sean f(z) y g8(2) dos funciones holomorfas en un campo co 
nexo A .Sea D un dominio regular contenido en A , tal 
que, para zeTD 


, resulte | g(z2)| < |£(2)] . Entonces 


las funciones f(z) y f(2)+g(2) tienen el mismo número de ce 
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ros interiores a DC), 
Dem. Para todo número real A que verifique 0 <A <1 , considére- 


se la función :f(z) + Ag(z) y obsérvese que sobre FD la misma no puede a 


nularse ya que, para ze FD se tiene 
| 1 +» gt] >| 162) | - >] 623] >|2)] -| ste] >0 


Puede entonces considerarse el indicador logarítmico (ej. 3) : 


Fa ENS 1) + Mg (2) 
NT 


(1) 
que proporciona el número N(A) de los ceros que la función f(2)+A g (z) 
tiene en el interior de D . Dela (1) sigue obviamente que N(A) es fun — 
ción continua de A y entonces (tratándose de un número entero) que N(A) 
es constante, Se tiene así N(0) = N(1) , vale decir que en el interior de  D 
la f(z)+0* (g(z) tiene tantos ceros como la f(z) + 1: g(z) ,quees lo que 
queríamos demostrar. 
7 DESARROLLO EN SERIE DE LAGRANGE PARA LA RESO— 
LUCION DE ECUACIONES. 

Sea p(2) una función holomorfa en un campo conexo A , aun punto de A 

y tv» número real o complejo. Consideremos la siguiente ecuación: 
z=a+t oí) (1) 


con z como incógnita y demostremos el siguiente teorema; 


I-Sea D un dominio regular contenido en A y que conten 


ga en su interior al punto a .Si para ze FD se tiene 


» 
(*) Queda sobreentendido que, cada cero de cada una de las funciones debe contarse tantas veces como sea 
su orden. 


513 XXXI -7 

ltom]<|z-a| > 0) 

la ecuación (1) admitirá una y solamente una raíz tí inte- 

rior al dominio D 

Dem. Enla (2) -puede aplicarse el teorema de Rouche (ej. 6) ala f(z)" = 

=z-a , 8(2)= -t p(z) y dedueir que, en el interior de D , las dos fun- 

ciones z-a , z-a-tp(z) tienen el mismo número de ceros. Pero la 

primera tiene el único cero z=a yentonces también la segunda tiene un solo 
cero simple E , que es lo que queríamos demostrar, 

En las condiciones del teor, 1 , $i f(z) es cualquier función holomorfa en 

A , considérese el valor que la misma asume en el punto TG  , raíz de la e- 

cuación (1) , interiora D . Veremos que puede darse una fórmula notable , 

que expresa f(G) por medio de una serie de potencias de t , que recibe el 


nombre de serie de Lagrange: 


U - En las condiciones del teorema I , para toda función 


f(z) trolomorfa en A ,se tiene 


ei 
1(5) = E(a) + E , (3) 
con los coeficientes c, dados por la fórmula; 
k-1 
d k . 
MES (rol (2) ] y y (=1,2,..) 0) 
dz z=a 


Dem. En virtud de (2) las-función z -a -t p(z) no puede anularse sobre 
FD ;por otra parte la misma tiene un solo cero (simple) T enel interior 
de D yentonces, por el teorema de! indicador logarítmico (ej. 3) puede es- 


eribirse 
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1 $ (2) 
a O E (5) 
2xi +FD z-a-to() 
Obi Ein 
¡sérvese ahora que por la (2) es EIA < 1 y entonces: 
. A 1 LE EL KT]: 
2-a-to() za IO z-a E 
z-a 
Sustituyendo en (5) se obtiene 
am - + O dz 


y entonces, siendo lícito integrar término por término (por la total convergen — 


cia de la serie sobre FD ): 


6 at | tm [gwl", 
E 2 +FD 


0 (e - aye 


La k 
3 E Jet J £() eu) [e q) 
> 2 dio aa 


Con transformaciones evidentes puede también escribirse 


co k 
1 f(z) kt f(2) | pa) 
1(5)= — — d2+> ff, Lupo. 


(2 -a) 
(6) 
E . a 
E em j 1 ele 
+FD 


dz 
q a 
Pero, «por conocidos teoremas (ver "Lecciones", Cap. XXXI, a 3, 5) se tie- 


ne; 


Jean HE) dz = fía) 
2x1 J pp 272 
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ke 1 [etmyjt el el 
271 1 AO A 10 | e] SS 


=1)1 (Z, *(z) (z) E 1 - 
E f, Lxspaz., - E ( £(2) pue) [ qía)] L 


de modo que de (6) sigue la (3) con 


se (¿efron e1*] ae 4 ¿erro eta | q] 7) | z 


z=a 


ke] 2 ES 
(00100 m0] voor] > 
z=a 


k-1 
d 
[Eslrntes 


que es lo que queríamos demostrar 


z=a 


Obsérvese que, en el caso particular f(z)=z , las (3), (4) toman la for— 


ma 
= k 
él 
q=a+ y a . an 
=1 ! 
k-1 k 
d 
Cp = $) , 141) 
de | dzk-1 ] : 


y permiten el cálculo de la raíz Y dela ecuación (1) . 


8 - Aplicar el desarrollo de Lagrange del ej. precedente al 


cálculo de la raíz de módulo mínimo de la ecuación de 5% 
grado 
ES -pz+q.=0 , a) 


con p,q constantes reales o complejas (pX0; 3% 0 
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La (1) puede escribirse 
q 15 
o AA 2, 
z Pp + Pp z (2) 
y ésta coincide con la (1) del ej. 7 cuando se asume 
ETA DEE <P 
a= p E P>* (2) = z (3) 


Deseando calcular con el método de Lagrange la raíz de módulo mínimo es ne- 
céesario obviamente asumir como dominio D un círculo con centro en el ori = 
gen y radio r , eligiendo r de modo que el punto a= 3 sea interior al 


círculo y que sobre la frontera de éste (es decir para | z |= r )valga la (2) 


del ej. precedente. En otras palabras el radio r debe satisfacer las 


E TE pS 

r 5 zZ|<|z Y jara z|=5r (4 

>| 7 | | > , (ara | z|-=r ) a) 

“Teniendo en cuenta que se tiene min |z - E =e= E | , la segunda de 
z|=Yv 


las (4) equivale a la a PP <tT- 


ll 


.>|$| A Y? lo[r+ Ja |<o , (5) 


+] de modo que r debe verificar las 


donde la segunda absorbe, evidentemente, la primera. Para r>0 , el polino- 


mio r? -| p| r+ | q| tiene el mínimo absoluto para r= d p|/5* y tal mí 
Lp 5/s, 


nimo vale -4( o q  . La condición necesaria y suficiente para que e- 


xista un r que verifique las (5) es que tal mínimo sea negativo, vale decir 


que valga la 
lab 1,44 
Ec (6) 
[»] 


En ese caso, la ecuación Y? -|p lr +|q|=0 tiene dos raíces positivas ry, 
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rg (con Tr, < Tr, )yse puede elegir para r cualquier número comprendi— 
do entre ny a 

Sigue que, bajo la condición (6) , la ecuación (1) tiene una y sola- 
mente una raíz € , con| 5l < Y, mientras que las restan- 
tes raíces tienen módulo > Tn 


La raíz Y de módulo mínimo está dada, según la (3') del ej, precedente , 


por 
0 a 
E En Y 
als 
p 
osea 
al Ús -1)6k-2). (412) al 
O ES 28 E pen m 


Nótese que la condición (6) es indispensable para poder aplicar esta fórmula 
(7) ; en efecto; en el segundo miembro de (7) figura una serie de potencias 


cuyo radio de convergencia vale : 


5k(5k - 1)(5k 


kt 
Pd Pk+5)6k+ 4) + 3)... Uk+ 8) 
(+ 11 


-2)...(4k + 2) 


(Ak + 5) (Ak + 4) (Ak + 3) (Ak +2) 1, 
Lo 6k+ 4) 6k1 3) 6k+ 2) 6k+ 1) 5 


44 
ral 


= qe 
5 


9 - Aplicar el desarrollo de Lagrange del ej. 7 al cáiculo 
de la raíz de la ecuación de Kepler 


Z=a+ £senz 153) 
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más próxima al número a .Enla (1) a v € son núme— 
ros reales verificándose 0<e<l1l . 
Adoptemos como dominio D un círculo con centro en el punto a y radio 
r , elegido de modo que para | z-a | =r resulte 
| esenz|<|z-a] . (2 
Poniendo z=a+rdP la (2) equivale a la 
e|sentarrelP | <r o. (6) 


Teniendo en cuenta que 
| sen(a + re?) | = V sen?ía + rcosp )+ senh* (r sen) < 


ES y 1+ senh? (e sen p) =cosh (r senp)<coshr , 


la (3) se verificará si 
€ cosh r <r E (4) 


Para que exista un r>0 que satisfaga la (4) es necesario que 


e < má E-— =0,68274 .... e (5 
po cosh r 2 


Si ésta se verifica la ecuación => E tiene dos raíces positivas r,< 


cosh r 
<m y puede asumirse.para r cualquier valor comprendido entre E Y Ly 
Por lo tanto la (1) tiene una y solamente una raíz YT tal que ] G-a | <n; 


lasrestantes son tales que | G-a|>r, . Aplicando las (3%), (4') del ejer 


cicio 7 se encuentra para 3% eldesarrollo 


AE 
E ¿EL k 
t=a+ > — sen Z 
kt] gl 2 


10-GALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS POR MEDIO DEL 
TEOREMA DE LOS RESIDUOS. 


En "Lecciones", Cap. XXXI, nO 14. ha sido demostrado que si f() es un 
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polinomio de grado n>2 carente de raíces reales y g(x) otro polinomio de 


grado < n-2 ,primocon f(x) , poniendo  p(x)= ma se tendrá 


+00 

E pa) dx 2x1 [R(2)+R (2)+..-.+R(2)] (1) 
donde Ríz1) , Rí29) , ... , R(2p) son los residuos de la función racional 
P(z) (con z=x+iy) enlos polos z, > Za AA Zo que caen en el 


semiplano y>0 
En algunos cásos es útil poner la (1) bajo otra forma. Obsérvese, ante todo, 


que la integral del primer miembro de (1) puede también escribirse 


J P (2) dz , 
L 


donde L indica el eje x , recorrido en el sentido positivo. 


En segundo lugar obsérvese que, con la sustitución z=i = = , la inte= 
gral f q (2) dz se transforma en 
L 
uf is pá ee E 
Cc (1-w? 1-w 
donde C indica la circunferencia | w|=1 recorrida en el sentido positivo 


(anti-horario). Pero se tiene 


l qa 2, aw 2x1 [ Rqw,) + Riwo)+ +R(w) ] 
A = 1 DHhess re 
o U-w? 1-w q 
donde RW), RW). R(Wy) son los residuos de la función racio — 
nal (w) = E á EERRO en los polos w, wW w_ que son 
Y a Pú iy EI 


interiores al círculo con centro-en el origen y radio 1 .- Sigue que, en lugar 


de (1) , puede adoptarse la 
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o 
/ pex) dx = 42 [ Rom) + Ruz) +. + Rem) ] A e 
0 
Por ejemplo, considerando la integral 
+0 
dx 

L[* OE E O 

-0m (1+x%) 

se tiene 
ya) = 1 Ñ e - m2 
(L-w) E de (apt ml 
1 -w 


y en el círculo | w|<1 esta función racional tiene solamente el polo w= 0 


(de orden n+1 ). Escribiendo: 
AS E 
AU de -1) w 

Ñ E gel ==] k 


se ve que en tal polo el residuo vale 


A 


rara A 
rs 


2n 
5) 


2n n 1 
A 
» quel on 


Por lo tanto la (2) proporciona 


xn 
Lh an) 


Proponemos al lector obtener este resultado utilizando la (1) 
11 - Sea 109) =2yx + +2 (440 un polinomio de grado n> 
231 ,carente de raíces reales y g(x) un polinomio de gra- 
6 Eb) 
do n-1 , primo con f(x) . La función racional Te no es 


sumable en [ -0,+0 ] ¡demuéstrese que existe lu integral 


principal según Cauchy 
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* + 
7 ES x= tim f EA s 
o 16) go Jo 1(x) 


y que se tiene 
*p+o bo 
be la 251 [REP+R0)A +80) ] 01 E (1) 

donde R(2,) 5 RE), 2 R(zp) tienen el significado que tenfa: 
nían en la ,(1) del ej. precedente. 

Razónese de. mismo modo como se hizo en "Lecciones" para establecer la 
(1) del ej. precedente. 

De la (1) sigue, por ejemplo, 


* + 
f AS 


o x+1 


12 - Considérese la función f(z, , holomorfa en todos los 
puntos del plano de la variable compleja z=x+iy ,con ex- 
cepción de un número finito de puntos singulares Zi, Zar... 
+, 2 finitos y, eventualmente, del punto z=0w Sea [a,b] 


un intervalo acotado del eje real x , constituido solamen-= 


te por puntos de holomorfía de f(z) . Demuéstrese que 


b 
f £(x) dx = R(z,) + R(2) +... + R(2,) + R(o) (1) 
a 
donde R(z,) ES R(27) , E Rp). R(w) son los residuos de la 
función 
Nte 2 (2) 
? SER 


en los puntos indicados. 
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z-b 


Observemos ante todo que el factor Log < Sr 


es una función polídroma, y 
que sus distintas determinaciones difieren por múltiplos de 2 i . Sin embar 
go, cualquiera sea la determinación elegida la suma en el segundo miembro- de 
(1) no cambia puesto que la suma de los residuos de la función f(z) enlos pun 


tos indicados vale cero (ver "Lecciones", Cap. XXXI, no 17, teor. II). 


A -b 
Fijada entonces una determinación de Log E ésta resulta una función 


holomorfa en el campo que se obtiene 
privando al plano del citado intervalo 
[ a,b ] y entonces, tomando arbitraria 
mente una curva generalmente regular , 


simple y cerrada C (ver fig. 99) que 


gire alrededor del segmento [ a,b] de 


«Z, 
jando en el exterior los puntos singula - . 
TOS 2, Zo, 00.» 2 dela f(z) , Fig. 99 
puede escribirse, por el teorema exterior de los residuos; 
7 p(a) da= 2x01[ Ry) +R2)+...+R2)+R(o)] 6) 


Asumamos como curva C- la de la fig, 100 constituida por dos arcos de cír 
culo C1 E Ca con los centros en los 
puntos a,b yradio €  (suficiente— 


mente pequeño) y los dos segmentos L, 


Ly paralelos al eje x , con distancia 


$ < € . El primer miembro de (3) 


tiene un valor independiente de Ey 


Fig. 100 


de E , pudiéndose entonces escribir: 
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“e 
j ema $ 0) if 2] corosz as 6) 
+e Ena u Sa L, bi 


El lector demostrará fácilmente que 


lim / 0 Ta j e. .=0 ; 
e—0 e—0 
ey C 


por otra parte se tiene 


b 
Li J £() Log 2 az - / 100) £(x) dx 6) 
e—0 L, z-a la 


donde g(x) indica la función a que se reduce, sobre el borde inferior del cor- 
-b 

te (fig.100) la determinación elegida de Log = 
z-a 
fácilmente que sobre el borde superior de tal corte la citada determinación se 


El lector se convencerá 


reduce a g(x)+2n i , por lo que se tiene 


19 [g) +20 4]ox . (6) 


Lima Í f(z) Log 
2 


De (4), (5), (6). sigue 


b 
f | £(x) dx z 
+0 a 


y entonces de ésta y de la (3) sigue inmediatamente la (1) 


13-Sea ()=—— una función racional, con f(x) , gx) po 
linomios primos entre sí; el primero de grado n>2 caren- 
te de raíces reales positivas o nulas, el segundo de grado 


<n-2 .demostrar que resulta 


+0 
Í, q) ax=-[ ra, ) + Ri2z) +... +Rt2p)] b (1) 
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donde R(Z¡), R(Zo),..-, R(2p) son los residuos de la función 


(2) Log z en los polos Ly, lo, 2...» Ey , de  p() Bus 


E l1+u 
Realizando la sustitución x= puede escribirse: 


Sa 1+u 
) dx = ) du 
, qe le dl Pa? 


de aquí, aplicando la (1) del ej. precedente, se llega fácilmente a la tesis. 


Por ejemplo, apliquemos la (1) en el cálculo de 


Las pS 
0 1+x0 
1 de (41d 
La función 7 tiene los polos de 1” orden 2. =e y (k=0,1, .. 
+2 
E 
n-1) y el residuo de Log enel polo z, está dado por en 
142 bi 
z z-2 
lim (2 - 2) E 7 = Log Za lim ES 
1+2 2-2, 2-7 
Log 2, lim » Log z 
5 k ES NIT LE 
e A AE ES My a 
Lx Log zx (2k+1) 14 Lktiami 
ETT A Ss 
n n 
de modo que la (1) proporciona 
+m n-1 
tia 
f == fe ro, e) 
0 1+x2% n 


La suma aquí indicada se calcula fácilmente observando que 


(*) También aquí es indiferente ia elección de la determinación de Logz en el campo obtenido cortando 
al plano a lo largo dei semieje real positivo. 


(* Téngase en cuenta que == 


Fl 2in: 
= (2k+ljia_ ¡a e S 
5 eS 2ia 

= e Y 


y entonces, derivando respecto de «au y dividiendo por i 


i 2 


n-1 ina 
(2k +1) ¿tia _] nsenae senna cosa 
= sen*a 


x 
Poniendo aquí a = 7 y teniendo en cuenta (2) se obtiene 


Min x 
nsen—e'” -senf cos — 
Ad n A EE 
E sen? L 
n 
x 
qa 
y sen E sen — 
14 - Demostrar que 
+0 
(1) j gs a senxdx=0 , (n=0,1, 2, ...) 
0 


Si se considera la función holomorfa TR ee ss en el dominio D de- 


us 
finido por | z Isr E 0 <argz <-7 
(ver fig. 101) y se aplica el teorema de 


Cauchy, se obtendrá 
Rana (1-i)x z=ReP 
als d+ SS 
0 


2 ; O z=ty| D 
a pin ¿nap ARO 9 go + 
'o 


0 
E É ¡2043 4043 DY yo Esa 
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La primer y tercer integral pueden reunirse en la siguiente 
5 4n+3 ix _ Ax 
f E e (e -e )dx 
0 


mientras que el módulo de la segunda integral no supera 
x 


z 
J póntá ¿Ricos p+senp) ap< E pántd ¿R 
0 


Por lo tanto, de la (2), pasando al límite para R-—=« , se obtiene la (1). 


15 - Demostrar que resultan e) 


+00 a 
TES xe 

(00) a , 
- e] 


E] 


0 Xx senx 
(2) Íf == x= ne* $ 
== RE RE 


+. 2 al 
(3) j e* cos 2ax dx= Y 1 e 


iz 


Para demostrar la (1) considérese la función a 3 en el dominio D 


z+a 


, 


definido por [|z|<R , 0<argz<X (véase fig. 102); aplicando el teo= 


rema de los residuos, se obtiene (suponiendo R>a ): 


pox+a 


El módulo de la segunda integral no supera 


x - 

/ R ER senp 
24? 

o R? -a 


de < 1 —— 
P n2 


(*) Se supone a) 0 ;cfr.con el ej. 68 del Cap. XXIX . 


Ro ax e ¡RelP 2 
el e ip E 4: 2 
J 3 =+ f paz ReY idy=2xi a" 


(4) 
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y entonces, de la (4), pasando al lími- 


te para R—+«0 , se obtiene la (1). 


De modo análogo se demuestra la (2) 


A ze? 
considerando la función ==; 
zo+ al 


se 
necesita, sin embargo, otro razonamien' 
to para probar que la integral extendida 
a la semicircunferencia tiende a cero pa 


ra R-+0 


Para probar la (3) aplíquese el teorema de Cauchy a la función € 


dominio D dela fig. 103, Posterior— 


mente hágase tender R a +0 ; las 


integrales extendidas a los dos lados ver 


ticales de YFD tienden a cero: la rea- 


lizada sobre el lado horizontal inferior 


tiende a ES 


calculada sobre el lado horizontal supe- 
2 (*"_3 
rior tiende a -e* f e 
7 
De todo lo dicho sigue la (3) 


(integral de Gauss), y la 


cos 2ax dx 


0) 


16 - Demostrar que es 


(*) Cfr. ej. 46 de Cap. XXV . 


XXXI - 16 


2:+Re“P 


Fig. 102 


yal 


+| 


Fig. 103 
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iz 
Aplíquese el teorema de Cauchy a la función == y al dominio D defini- 
dopor r<|z|<R , 0<argz<x (con 0<r<R ); hágase después 


tender r aceroy R a +0 . 


17 - Demostrar que se tema? 


+0 +0 ¡E 
f cos x? dx = f senx? dx= + y E () 
0 0 


Aplíquese: el teorema de Cauchy a la función 2 y al dominio D defini- 
dopor |z|<R , 0<argz < (ver fig. 104) y pásese al límite para 
e 0 

La integral sobre el arco de circunfe- 
rencia tiende a cero; la extendida al la— y 
do rectilíneo horizontal tiende a 5 


y la calculada sobre el lado oblícuo tien- 


dea o 


+00 2 
(cost”+ sen 2, dt+ 


. / IN 


+0 3 5, 
+i f 2 en 4 
o (cos t' sen t”) o Z 
De aquí sigue fácilmente la (1) 
Fig. 104 
18 - Demostrar que se tiene 
+ Y e (e) 
K-áÁKÁá<Á< O», (0<a<pD . (1) 
0 1+x sen an 


(*) Cfr. ej. 47 de Cap. XXV . 


(**) Cfr. ej. 65 de Cap. XXVI . 
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a-1 
Considérese la función 


14+z 
ligiendo como determinación de la poten 


cia z ad la definida por 


EEN: a-1)(og|2|+i Argz) 


con 0<Argz<2n . 
Aplíquese a ésta el teorema de los re- 


siduos en el dominio D de figura 105 


(cortado del modo indicado y con 0<r< 


LIE Y 
Fig. 105 
Se obtiene 
Roa 2% ¿9-l (ap 
J o | z 2 Re? dp + 
o 0 1+Rei? 
(2) 
al 2ria 0 al (ap E 
+ / KA f Ln ráP ido =2n1 4" (0D, 
R e 21m  1+re? 


La segunda integral tiene módulo menor que 2X y entonces ( siendo 


au < 1 )tiende a cero para R—+«w  . Análogamente la cuarta integral tie - 
a 


ne módulo menor que 21 y entonces, (siendo a > 0 )tiende a ce- 
ro para r-*0 , Dela (2), con los citados pasajes al límite se obtendrá, en 


consecuencia, 


j +0 al - á E 
| - e2n 10H (9D 
0 x 


de la que sigue inmediatamente la (1) 
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19 - LOS NUMEROS DE BERNOUILLI. 


La función : tiene polos de orden uno en los puntos 2kni (k=0, 
el - 
£1, 12, ...), todos los cuales originan un residuo igual a 1 . Por lo tanto, 
la función — es holomorfa en el campo circular | 2 |<2x y, en 
eL 
JE 
el punto 2=0 vale --> . Tendremos así que la función ——=+> 
=1 
(que resulta impar) puede expresarse, para | z 1 <2x  , mediante el desa — 
rrollo 
la 2k-] 
z - SL aa a E E (1) 
en-1 zz 2 2k-1 
Los coeficientes dk , totalmente individualizados por la (1) , suelenes 
cribirse bajo la forma 
k-1 
(1) 
2, S B , (k=1, 2, ) 
21 ey k 
y los números B,,B,Bz-... que quedan así definidos se denominan nú- 
meros de Bernouilli. 
Se tiene, entonces, para | z|<2H : 
1 1 
==. — 2) 
z 2 Ld 
De (2) sigue 
e 
k-1 
z 1 1 (1) 2k-1 
Ú > A ti B, 2 )=1 
fre E E ea 
O sea: 
0 


y escribiendo solamente las potencias de z con exponente par ( poniendo en 
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las tres sumas h=2n+1 , h=2%2m , h+2k-1=2n , respectivamente): 


co E k-1 
2n 2n 2 A 3 
A A PO 
Sr (á+1! al AAA EI (2n-2k+ 1)! (2k)! 
Se deduce así 
n ES 

ES O y PO, PETRA e O, 

(2n+1 2 (20)! GT (2n -2k+ 1)! (2k)! 


de donde, multiplicando por (2n +1)! y simplificando 


1 k-1 2n -1 
MES - O a EOI e 
1 


Esta relación de recurrencia permite el cálculo sucesivo de los números de 


Bernouilli B, E B, ” B , ++. 3 Se encuentra así, por ejemplo: 
i 1 1 1 
y A 


20 - Utilizando el desarrollo (2) del ej. precedente , dar 


los desarrollos de cotgz y de . tgz en un entorno de z=0 


Se tiene 
iz, Az 
er +e 1 1 
cotgz= i AN AAA) 
dz ¿dz 2" ¿21 


y entonces, por la (2) del ej, precedente, suponiendo | z |< 1 


E 2-1 
aa Bk (2iz) ] = 


Se tiene, después, 
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tg z = cotg z - 2 cotg 22 


x 
y entonces, por la fórmula precedente, suponiendo | z |< TO 


o 
¿2 92 


( 
(2k)! 


in 2k-1 


, AA) a) 


donde los B, Son los números de Bernouilli introducidos 


en el ej. 19 


Consideremos nuevamente la función f(z) = del ej. 19 (con z=x+ 


=d 
+ iy) y estudiémosla en el dominio no acotado De Obtenido privando al pla- 


no xy delos puntos interiores de los infinitos círculos que tienen los centros 


Fig. 106 


enlos polos 2kx i dela £() yunradiofijo € < 1 (verfig. 106). Haga 


mos ver que la f(z) está acotada en D¿ 


Puesto que f(z) es periódica, de período 2 i , bastará hacer ver que 


está acotada en el dominio DÍ? obtenido de la faja S (| y|<x ) priván= 
dola de los puntos del círculo | 2|<e . Tal dominio Do puede descom= 


ponerse en tres dominios: 


[xi<1 Ss PE 
x x « 
AN yisx o DO 
ly|<x |y|<x 
lzl>e 


En el dominio acotado DÉ? la £(2) es continua, existiendo entonces una 
constante H>0 tal que 
| 1] <a para zen 


En el dominio D(P) se tiene 


1 1 al 1 


ls Can [erp =1 e -1 nl 


y análogamente en DE) 


1 < LU e e 


Ed 
al e 


Por lo tanto, si M es el mayor de los números H , 
escribir 
|| <a (para zeD¿ ) 
Consideremos ahora la circunferencia Cm (a O AR 


por | =|=ém+1)x (que está evidentemente contenida en el dominio. 
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o a, (a=1, 2... 
ana +Cm E 
En el interior de Com la EC): tiene los polos z=0 (de orden 2n+1) 
z 
y los polos 2kxi (k=31,%2,..., tm) (deorden 1) . Del desarrollo 
(2) del ej. 19 se obtiene; 
A EN a ¿26 
¿2 ¿2041 ¿ym Er em * 


y entonces el residuo dei polo z=0 (igual al coeficiente del término en _ 7 


yn -1 
que se obtiene para k=n ) vale ES B 


(20)! a 
Se ve después que los residuos de los otros polos 2kt i son todos iguales a 
1 ya 
———== -= ———= . Por lo tanto, por el teorema de los residuos se tie- 
(2k ye 1320 (2k1c)2n 
ne 
n-1 n n 
1 sd he) 
JE ás e eS 
A A (ar "Fr qekxr) 
Como, en virtud de (2), es 
1 M 
— LL az < —_—, : 2 1 (2m +1) = 
2x1 Jo 2 2n [em+1x] 
M 


[ em+12] 27 
surge que el primer miembro de (3) tiende a cero para m—«w . 


De (3) sigue, entonces, 


a > n 
LA + 297 
(2n) a TY (kx) 


y de aquí la (1) 


Teniendo en cuenta (ver ej. 19) los valores de B,,B2,Bg,B4 ,la (1) 
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CAPITULO XXXI! 
Nociones sobre el cálculo de variaciones 


1- EL PROBLEMA DE LA SUPERFICIE DE ROTACION DE 
RESISTENCIA MINIMA. 


e problema, también llamado problema de Newton, es el primer 
problema de Cálculo de Variaciones que se les presentó a los matemáticos. 

Dicho problema se enuncia del siguiente modo: Determinar un arco de 
curva plana que, teniendo por extremos dos puntos dados , 
sea tal que al girar alrededor de un eje fijado en su plano, 
genere una superficie que goce de esta propiedad: suponién- 
dola animada de un movimiento traslatorio, en la dirección 
del eje de rotación, que se realiza en el seno de una masa 
fluida en reposo, encuentre de parte del fluido la mínima 
resistencia. 

Consideremos que el plano mencionado sea el plano xy y que el eje de rota- 
ción coincida con el eje x . Sea Y elarcoque estudiamos, de ecuación y= 
=y(x) , y puntos extremos A, B. , sean S la superficie que el mismo ge- 
mera y V la velocidad de traslación de S enla dirección positiva del eje x 


Admitiremos que en todo punto de S- la resistencia unitaria R sea dirigi- 


da según la normal n a S , con intensidad proporcional al cuadrado de la 
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componente V, de la velocidad Y sobre la misma normal n , osea: que 
admitiremos que sea R=kV2 ,con k constante. En todo punto P. de 7, 


llamando a al ángulo que la tangente a Y  formaconeleje x , se tiene: 


2.12 
W=Vsena =Vy'/ V 1+ ; en consecuencia R= Jere , Obtenién 


dose el mismo valor de HR en todos los puntos de S generados por la rota - 
ción del punto P  . Queda así en evidencia que, por razones de simetría, la re 
sultante de todas las resistencias que actúan sobre los distintos elementos de $ 
está dirigida según el eje x  ; bastará entonces considerar de HK solamente 


la componente R, según el eje x , para la que se tiene R, = R sena = 


2 


ET . Considerando un elemento ds = Ú + y? dx de 7  alrede- 
dor del punto P , el mismo genera una franja infinitésima de S cuya área 
vale 2nyds=2121 y Y 1+y!2 dx ; sobre tal franja actúa la resistencia 
Rx 2nyV1+y! dx= Par dx y de aquí resulta la resistencia 
total expresada por 
2 kv? ji e 
a 1+ ye 

donde a,b designan las abscisas de los puntos A,B . 

Prescindiendo del factor constante, se trata entonces de buscar el mínimo del 
funcional 


b 3 
09 - E a 
a Ey! 


No podemos estudiar aquí a fondo este problema; nos limitaremos a determi - 


nar las extremales del mismo. 


yyo 


1+y2 
mos (ver "Lecciones", Cap. XXXI ,-n 4) que la ecuación de Euler relativa a(1) 


Puesto que en la expresión no figura explícitamente la x sabe - 
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admite ia integral primera 


e) 
EA ES ) = constante = -2c , 
1+ y" dy 


o también, tras realizar los cálculos 


2 
13 y 
EE e 1 


Esta ecuación diferencial del primer orden puede integrarse con el método vis 


to en Cap. XXIX, ej. 32. Diferenciando la (2) se tiene 


(+ ye) y? - 3) A+y 0? -3) 


y dxe co a dy' osea dx=c dy" 
y y 
e, integrando 
x=0 +0 (logy!+ —+ ==) 6) 
y? ay 


Si se pone y'= E , de las (2), (3) resulta para las integrales de la (2), 


la representación paramétrica 


Pe 


x=0 +0 (pte -1081) » y=c a 


(4) 


Estas ecuaciones (4) representan las o? extremales de nuestro problema, 
Las dos constantes c, cy se determinan imponiendo a las extremales pasar 
por los puntos dados A, B . El lector puede, como ejercicio, estudiar la 
configuración de las curvas (4) . 

2- SISTEMA DE EULER PARA INTEGRALES QUE DEPENDEN 
DE VARIAS FUNCIONES. 
Las consideraciones desarrolladas en "Lecciones" Cap. XXXI, n% 1, 2, 3, 
x “ 


2 

en el caso del funcional J(y)= f f(x, y. y') dx se pueden fácilmente ex- 

x 
1 
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tender al caso de un funcional del tipo 


Xx 
2 
O | AL o Y Y, (1) 
*1 
que dependa de varias funciones y (X) , Ya(X) ,-..., hp () 


Dejamos para el lector realizar tal extensión con la que se llega a estable — 
cer que toda eventual extremante interiog [ Y A). Ya), -..., y (x) ] del fun 
cional (1) debe necesariamente satisfacer el siguiente sistema de n  ecuacio- 


nes diferenciales de 2% orden (sistema de Euler) 


Ly =0 


d 
SA A o 


d 
YA a Y Y dx 


3 - PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS. 
Analizaremos el tipo más simple de estos problemas. Propongámonos el es — 
tudio de los :náximos y de los mínimos del funcional de costumbre 


Y 
J(y) = f £(x, y, y") dx , a) 
E 


ya considerado en "Lecciones" , Cap. XXXI, 25 1, 2 , pero estudiándolo en 
la familia bu de todas las curvas y-=y(x) del dominio A , que pasando 
por los puntos P SA y) e Po o, Y) + admitan derivada segunda conti — 
nua en [1%] y tales, además, de hacer asumir a otro 
funcional dado del mismo tipo 


x2 
HN = f E(X, y, y") dx 
SÍ 


un valor prefijado 1 . Este problema difiere del ya considerado en "Lec 


ciones", loc cit., 'en que ahora se le impone a las funciones y(x) un víncu- 
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lo representado por la ecuación 
H(y) =1 (2 

Supongamos, naturalmente, que la familia sn no sea vacía. 

Sea y= yg (Xx) una eventual extremal de J(y) (en la familia 4 ) total - 
mente interior al dominio A Fijadas arbitrariamente dos funciones n (x), 
5 (x) tales de admitir derivada continua y verificar 

1 (x1) = TN (2) = 0 , Dep) = 5tt)=0 , (3) 
consideremos la familia «0? de funciones 

yx) = yy 0) + Ant) +  pGo) a 
cuando varían los parámetros A, po. Las funciones de esta familia perte - 
necerán a la du apenas se elijan A, p de modo que resulte satisfecha la 
(2) , es decir, de modo que sea 


Xx 

S( apo 2 e yo + A+ p5 ,J9+ An + prrdx=1 . (4) 
Xx 
Y 


Entonces, la función 


x 


FA p)- / Pb, 39 + Ap Apgar, 6 
x 
1 


bajo el vínculo (4), alcanza un extremo en el punto  A= p=0 

De la teoría de los máximos y mínimos condicionados es sabido que, en tales 
condiciones, existe una constante UN (llamada multiplicador de La — 
grange) tal que, enel punto A= pa O, resultan nulas ambas derivadas 
parciales de la función F(A,p )+ DESEAS Pp) + Osea, existe un núme- 


ro A tal que 


ar, 20 o, (PE, IS 


ap Ap) r=p=0 
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Teniendo en cuenta las (4) , (5) estas dos condiciones se transforman fácil- 


mente en las 


ie 253 
J 7 AS | EyN +Ey Y UA=0 , 
X. 
1 


1 
Xa Xa 
f 5 +£, Gn A Ey5 ER GIO 5 
ei be 


o también, integrando por partes y teniendo en cuenta las (3) 


x 


* 2 d 
f IC EN 
Xx 


1 EY 
3 qe” E: d 
A IAS y - ar Ey) 7 x=0 
1 *r 
Estas dos ecuaciones deben satisfacerse cualesquiera sean las funciones n. 
Y, elegidas del modo dicho. De la segunda ecuación (que no contiene n )re 
sulta que el valor de MA es independiente de la función n. Entonces, de 


la primera ecuación, que también puede escribirse 


* d d 
f [y Fry a - hey )]r dx=0 . 
“1 
puede deducirse que vale necesariamente la 


d d 
y aria y are 0, 


o, lo que es lo mismo, siendo AM constante: 
Aa, - FA, =0 (5) 
a, E dy . 


Esta es la ecuación diferencial que debe satisfacer la extremante ss) 7 


Es importante observar que la misma coincide con la ecuación de Euler rela- 
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tiva al funcional 


E 


2 
30) + ABG) = / [ 16,9, y) + Age, y, y) ] ax 


sE 

y entonces, desde el punto de vista práctico, no es necesario otra cosa que sus- 
tituir el funcional dado J(y) por el nuevo funcional J(y) +.A H(y) (que de — 
pende también del parámetro A ) para caer en el caso estudiado en "Leccio- 
nes". 

Como se ve la regla práctica es totalmente análoga a la válida en el caso de 
los máximos y mínimos vinculados de las funciones de punto y puede enunciarse 
así: la condición necesaria de Euler para el funcional J(y), 
considerado bajo el vínculo G(y)=1 coincide con la condi — 
ción necesaria de Euler relativa al funcional J(y)+ AH(Y) , 
donde A indica un parámetro independiente de x e) 

Es necesario observar que la integral general de la ecuación de Euler (6) de- 
pende de dos constantes arbitrarias cy , Cy y del parámetro -A (incógnita). 


Para determinar estos tres números se cuenta con las tres condiciones ye 


=N » YA)=Y , Hw)=1 


Daremos dos ejemplos en los dos ejercicios siguientes. 


4- Entre todos los arcos de curva y= y(x) que, uniendo 
dos puntos dados P, (X1,0) , Pz (X2, 0) del eje x tienen u- 
na longitud asignada 1 ,determinar el que conjuntamente 


con el segmento P¡P¿ encierra el área máxima. 


(*) Por lo tanto, si para obtener la ecuación de Euler (6) se recurre al algoritmo de las variaciones expuesto 
en “Lecciones”, Cap. XXXII.n.3,el multiplicador A no queda sujeto a varis— 
clones. 


543 XXXI - 4 
xo 
Se trata evidentemente de determinar el máximo del funcional J(y)= f y dx 
ES 
+) 
en la clase de funciones y(x) que satisfacen las H(y) = E 1+ y? dx =1, 
<E 


y(1)=0 , y(ig)=0 . La regla dada en el ejercicio precedente nos dice que 
la función buscada debe satisfacer la ecuación de Euler relativa al funcional 


x 


2 
J(y) + AH(y) = f (+ AY1+y") ax 


3 
Como la función bajo el signo de integral no depende explícitamente de x ,la 


ecuación de Euler admite la integral primera 
A a ata 
y+A Vi+y? -y! +A 14 y!2) = constante = f 
y 


o sea, 


ISP E 
V 1+ y? 
Esta ecuación diferencial del primer orden se integra con el mismo método 
que hemos usado en el ej. 1 y se encuentra para su integral general la repre — 


sentación paramétrica 


Ny p NS m 
, e AEREA 
y 1+ y? y 1+ y? 
con el parámetro y' , en la que figuran las dos constantes arbitrarias a, B 


(además de A ). Eliminando y! entre las (1) se obtiene 
ear pronto, 


por lo que las extremales de nuestro problema son círculos. 


Es necesario después determinar a, B . NN (es decir, centro y radio del 
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círculo) de modo que el círculo pase por los puntos dados P S P, y que su ar 
co P¡Po tenga longitud 1 ;el cálculo es elemental y lo dejamos para el lec- 
tor. 


Se puede por último demostrar que el arco de círculo asídeterminado propor- 


ciona efectivamente el máximo buscado. 


5 - Determinar en el plano xz un rectanguloide 0<z <a , 


0<x<xm 0 


con x(0)=x(a)=0 que, rotando alrededor del e 
je z , genere un sólido que, si se lo supone constituido 
por material homogéneo de densidad dada, tenga una masa 
asignada y adquiera, en el origen, la máxima atracción 
newtoniana posible. 

Un elemento de área dxdz que rodee al punto P(x,z) del rectanguloide T 
en consideración, genera al rotar un elemento de volumen 2x1 xdxdz , cu- 


yos puntos Q- distan todos y x2+2? del punto O . Cada uno de éstos ac 


táa sobre O con una fuerza unitaria dirigida según OQ , con intensidad 


1 


iZ (si se supone igual a 1 la densidad del material). La resultante de 
x+z 
estas fuerzas está dirigida según el eje z y entonces bastará considerar de la 


fuerza unitaria la componente según tal eje, que vale E, + a 
x2 4 22 pz 


z 
E Sigue así que el citado elemento de volumen actúa en O con 
(0 + 20) 


la fuerza elemental AREROE DE y que la atracción total en O está dada por 


+ ¿23 2 


a x(z) 
2x ff zi a | 20 | cz 
T («2 4 2299/2 (Y o. (2+223/2 


(*) Las incógnitas del problema son el númerc a ylafunción x(2) . 
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dz 


a 
=28 j 1 —_—=———— 
0 Ñ x (2) + z? 
hi 2 
La masa del sólido está dada por n f Xx” (z) dz , por lo que nuestro pro- 
0 


blema quedó reducido a encontrar el máximo del funcional 


a 
z 
J(x) = j (1-5) (1) 
0 x2 +2? 


con la condición de vínculo 
mE 
50 > / x"dz=c Fi (2) 
0 


con c constante positiva asignada. 

Téngase presente que también está indeterminado el valor de a ;pero, con- 
siderándolo fijo, vemos que se trata de un problema isoperimétrico. 

Dado que en las integrales no figura la derivada x' , la condición de Euler 
no queda expresada por una ecuación diferencial sino por la relación en térmi — 


nos finitos 


o sea, tras haber descartado la solución x= 0 


2/3 


z 
+ EN , 
e? 223/2 


La condición x(0)=0 está satisfecha; la otra, x(a)=0 , lo estará si se a- 


sume 2A=- + , Por lo que el rectanguloide buscado debe necesariamente 
a 


quedar limitado por la curva 
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e) 


Queda por determinar el valor de a ;con ese objeto obsérvese que de la (3) 


sigue 


por lo que, recordando la (2) , se ve que debe ser a= + bs A 


Es más expresivo representar la curva (3) en coordenadas polares s- Pp; 


poniendo x= gos 9 y y sen $ se encuentra 


g=2 V sen 
Dejamos para el lector la fácil tarea de estudiar esta curva, Agreguemos, a 
título informativo, que ésta proporciona, efectivamente, la solución del prohle-- 


ma. 
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